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Introduction et résultats

Compter le nombre de chemins dans le plan

Soit S un ensemble de sauts,

soit q(/,/, k) le nombre de chemins du plan avec ses incréments dans S
partant de (0, 0) et arrivant en (/, /) en temps k et soit

QLx,y,2) = ali,j, k)x'y/z*.

IV

Irina Kurkova, Kilian Raschel Fonction génératrice du nombre de chemins pour la marche de Gessel



Introduction et résultats

Compter le nombre de chemins dans le plan

Soit S un ensemble de sauts,

soit q(/,/, k) le nombre de chemins du plan avec ses incréments dans S
partant de (0, 0) et arrivant en (/, /) en temps k et soit

QLx,y,2) = ali,j, k)x'y/z*.

IV

o Déterminer Q(x,y,z).

Irina Kurkova, Kilian Raschel Fonction génératrice du nombre de chemins pour la marche de Gessel



Introduction et résultats

Compter le nombre de chemins dans le plan

Soit S un ensemble de sauts,

soit q(/,/, k) le nombre de chemins du plan avec ses incréments dans S
partant de (0, 0) et arrivant en (/, /) en temps k et soit

QLx,y,2) = ali,j, k)x'y/z*.

IV

o Déterminer Q(x,y,z).

o Nature de Q(x,y,z) : rationnelle, algébrique, holonome ?
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Nombre de chemins dans le plan

Q(x,y, z) est rationnelle.
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Nombre de chemins dans le plan

Q(x,y, z) est rationnelle.

Nombre de chemins dans le demi-plan
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Q(x,y,z) est holonome ?

Marche de Kreweras
algébrique
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Introduction et résultats

Nombre de chemins dans le plan

Q(x,y, z) est rationnelle.

Nombre de chemins dans le demi-plan

Q(x,y,z) est algébrique.

Nombre de chemins dans le quart de plan

Q(x,y,z) est holonome ?

Marche de Kreweras Marche du cavalier
algébrique non holonome
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Introduction et résultats

Marches avec petits sauts dans le quart de plan

S c{-1,0,12}\ {(0,0)}

A priori, il y a 28 problémes.

Irina Kurkova, Kilian Raschel

Fonction génératrice du nombre de chemins pour la marche de Gessel



Introduction et résultats

Marches avec petits sauts dans le quart de plan

S c{-1,0,12}\ {(0,0)}

A priori, il y a 28 problémes.

Certains de ces 28 problemes sont :

triviaux,

Irina Kurkova, Kilian Raschel

Fonction génératrice du nombre de chemins pour la marche de Gessel



Introduction et résultats

Marches avec petits sauts dans le quart de plan

S c{-1,0,12}\ {(0,0)}

A priori, il y a 28 problémes.

Certains de ces 28 problemes sont :

triviaux, simples,

Irina Kurkova, Kilian Raschel

Fonction génératrice du nombre de chemins pour la marche de Gessel



Introduction et résultats

Marches avec petits sauts dans le quart de plan
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Introduction et résultats

Marches avec petits sauts dans le quart de plan

S c{-1,0,12}\ {(0,0)} | A priori, il y a 28 problémes.

Certains de ces 28 problemes sont :

triviaux, simples, propres au demi-plan, symétriques.
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Introduction et résultats

Marches avec petits sauts dans le quart de plan

S c{-1,0,12}\ {(0,0)} | A priori, il y a 28 problémes.

Certains de ces 28 probleémes sont :

triviaux, simples, propres au demi-plan, symétriques.

Finalement, il reste 79 problemes !
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Introduction et résultats

Le groupe de la marche : exemple

1 1
La fonction génératrice des sauts x + — + y + —
X y
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Introduction et résultats

Le groupe de la marche : exemple

: . 1 S .
La fonction génératrice des sauts x + — + y + — est laissée invariante par
X
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Introduction et résultats

Le groupe de la marche : exemple

: . 1 1 L .
La fonction génératrice des sauts x + — + y + — est laissée invariante par
X y

v = (x3)0 o= (3).

et donc par tout élément du groupe

b0 fion (2 (£ ()
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Introduction et résultats

Le groupe de la marche : cas général

1 1
La fonction Z X'yl = Z Bi(y)x' = Z Aj(x)y’

(iJ)es i=—1 j=—1
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Introduction et résultats

Le groupe de la marche : cas général

1

La fonction Y x'y/ = > Bi(y)x’

(ij)es i==1

Afl(X)

v ) = (xS,

Irina Kurkova, Kilian Raschel

= ) Aj(x)y’ est invariante par
—

Ba(y)1 )

=Y |

X

o(x,y) = (m
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Introduction et résultats

Le groupe de la marche : cas général

1

La fonction Z X'yl = Z Bi(y)x'

(ij)es i==1

Afl(X) 1
Ai(x) ;)’

et donc par tout élément du groupe

Y(x,y) = (x,

(¢,9).
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1
= ) Aj(x)y’ est invariante par

j=—1
Y
X

B_1(y)
Bi(y)

P(x,y)
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elques exemples de group

Ordre 4,
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uelques exemples de groupe
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Quelques exemples de groupe

Ordre 4, ordre 6, ordre 8,
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Introduction et résultats

Quelques exemples de groupe

Ordre 4, ordre 6, ordre 8, ordre co.
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Introduction et résultats

79 problemes : groupes finis et infinis

79 problemes
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79 problemes : groupes finis et infinis

79 problemes

23 ont une groupe fini

56 ont un groupe infini
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Introduction et résultats

79 problemes : groupes finis et infinis

22 étaient résolus

23 ont une groupe fini

. 1 non résolu
79 problemes

56 ont un groupe infini

PN N
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Introduction et résultats

79 problemes : groupes finis et infinis

22 étaient résolus

23 ont une groupe fini

1 non résolu

79 problémes 2 étaient résolus

56 ont un groupe infini

PN N

54 non résolus
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Introduction et résultats

L'équation fonctionnelle

Equation fonctionnelle :

[ S Xyl - 1/4 ¥2Q(x,y.2) =

(ij)es
ZXAfl(X)Q(Xa O,Z) + znyl(y)Q(O,y, Z) - (VZQ(Ov 0; Z) — Xy,

avec
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Introduction et résultats

L'équation fonctionnelle

Fonction génératrice des sauts :

1 1
DXy = Biy)x = Y Ay
(ij)es i=—1 j=—1
Equation fonctionnelle :

[ S Xyl - 1/4 ¥2Q(x,y.2) =

(ij)es
ZXAfl(X)Q(Xa O,Z) + znyl(y)Q(O,y, Z) - (VZQ(Ov 0; Z) — Xy,

avec
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Introduction et résultats

Un exemple de résolution pour un groupe fini

La fonction Z(i,j)es X'yl =x+ §1+ y Jr; fSt Iaisslée
stable par les 4 éléments (x,y), ($,y), (3, ;.),‘ (x, ;).
C'est aussi le cas de K(x,y,2) = > hes X'y —1/z.
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Un exemple de résolution pour un groupe fini

La fonction Z(i,j)es X'yl =x+ §1+ y Jr; fSt Iaisslée
stable par les 4 éléments (x,y), ($,y), (3, ;.),‘ (x, ;).
C'est aussi le cas de K(x,y,2) = > hes X'y —1/z.

K(x,y,z)xyzQ(x,y,z) = zxQ(x,0,z) +zyQ(0,y,z) — xy
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Introduction et résultats

Un exemple de résolution pour un groupe fini

La fonction Z(i,j)es X'yl =x+ % +y Jr; fSt Iaisslée
714 1

stable par les 4 éléments (x,y), (+.y), (3, ;.),‘ (x, ;).

C'est aussi le cas de K(x,y,2) = > hes X'y —1/z.

K(X,y,Z)XyZQ(X,y,Z) = ZXQ(X,O,Z) JrzyQ(O,y,z) — Xy
_K(Xf)/:Z)%yZQ(iﬁyﬁZ) = _Z%Q(%foﬁz) - ZyQ(O',yﬁZ) + %y
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Introduction et résultats

Un exemple de résolution pour un groupe fini

est laissée

. . L L
La fonction 35 yes X'y = x4+ L +y+ 1 :
1y ).

v/

stable par les 4 éléments (x,y), (1,y), (L. 1), (x
Clest aussi le cas de K(x,y,2) = X yes X'y — 1/2.

K(X,y,Z)XyZQ(X,y,Z): ZXQ(X,O,Z)+ZyQ(O,y,Z)7Xy
_K(Xayaz)%yZQ()l_(7y7Z):_Z% (%5072)_2}/0(0)}/72)—’—%)/
K(x,y,2)532Q(5, ,2) = 23Q(5,0,2) +2,Q(0, 5, 2) — 55
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Introduction et résultats

Un exemple de résolution pour un groupe fini

K(X,y,Z)XyZQ(X,y,Z): ZXQ(X,O,Z)+ZyQ(O,y,Z)7Xy
_K(Xayaz)%yZQ()l_(7y7Z):_Z% (%5072)_2}/0(0)}/72)—’—%)/
K(x,y,z)%%z@(%,%,z)— z1 (%,O,Z)—FZ}—%Q(O,)—%,Z)—%%
7K(X,)/,Z)X%ZQ(X7%.,Z):7ZXQ(X,O,Z)7Z% (0,)—1/.,2)+X%

Irina Kurkova, Kilian Raschel

La fonction Z(i,j)es X'yl =x+ % +y+ % est laissée
stable par les 4 éléments (x,y), (1,y),(%,2), (x,2).
Clest aussi le cas de K(x,y,2) = X yes X'y — 1/

xy y
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Introduction et résultats

Un exemple de résolution pour un groupe fini

La fonction Z(i,j)es X'yl =x+ §1+ y Jr; fSt Iaisslée
stable par les 4 éléments (x,y), ($,y), (3, ;.),‘ (x, ;).
C'est aussi le cas de K(x,y,2) = > hes X'y —1/z.

K(x,y,z)xyzQ(x,y,z) = zxQ(x,0,z) +zyQ(0,y,z) — xy
—K(xy,2)5y2Q(5, v,2) = =23 Q(5,0,2) =2y Q(0,y,2) + 1y
K(x,y,2)532Q(5.5,2) = 23Q(%,0,2) +23Q(0,5,2) — %3
7K(X,y,Z)X%ZQ(X, %, z) = —zxQ(x,0,z) — z% (0, %, z)+ x%

On obtient : 1 11 1

Xy +-y———+x=

S (-1)0[x2Q(x,y,2)] = ,?(X%ng =

0€(,)

Irina Kurkova, Kilian Raschel Fonction génératrice du nombre de chemins pour la marche de Gessel



Introduction et résultats

Un exemple de résolution pour un groupe fini

La fonction Z(i,j)es X'yl =x+ §1+ y Jr; fSt Iaisslée
stable par les 4 éléments (x,y), ($,y), (3, ;.),‘ (x, ;).
C'est aussi le cas de K(x,y,2) = > hes X'y —1/z.

K(x,y,z)xyzQ(x,y,z) = zxQ(x,0,z) +zyQ(0,y,z) — xy
—K(xy,2)5y2Q(5, v,2) = =23 Q(5,0,2) =2y Q(0,y,2) + 1y
K(x,y,2)532Q(5.5,2) = 23Q(%,0,2) +23Q(0,5,2) — %3
7K(X,y,Z)X%ZQ(X, %, z) = —zxQ(x,0,z) — z% (0, %, z)+ x%

On obtient : 1 11 1

Xy + -y ——— +x=

bI”] 30 (“1)0b9zQ0xy,2)] = bl I ———

0€(,)
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Introduction et résultats

Un exemple de résolution pour un groupe fini

La fonction Z(i,j)es X'yl =x+ §1+ y Jr; fSt Iaisslée
stable par les 4 éléments (x,y), ($,y), (3, ;.),‘ (x, ;).
C'est aussi le cas de K(x,y,2) = > hes X'y —1/z.

K(x,y,z)xyzQ(x,y,z) = zxQ(x,0,z) +zyQ(0,y,z) — xy
—K(xy,2)5y2Q(5, v,2) = =23 Q(5,0,2) =2y Q(0,y,2) + 1y
K(x,y,2)532Q(5.5,2) = 23Q(%,0,2) +23Q(0,5,2) — %3
7K(X,y,Z)X%ZQ(X, %,z) = —zxQ(x,0,z) — z% (0, %,z) + x%
On obtient : 1 11 1
A A"
xyz2Q(x,y,z) = [x7]ly~] K(<.7.2)
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Introduction et résultats

Condition suffisante pour qu'une série soit holonome

Si F(x,y,z) en tant que série en z a ses coefficients dans C(x)[y, % ,
alors [y~]F(x,y, z) est algébrique sur C(x, y, z).
Si en plus [y~]F(x,y,z) en tant que série en z a ses coefficients dans
C[x, 1, y] alors [x>][y”]F(x,y, z) est holonome.
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Introduction et résultats

79 problemes : groupes finis et infinis

19 résolus par
“orbit sums”

3 résolus par

23 ont une groupe fini !
“half-orbit sums”

1 non résolu : Gessel
79 problemes o )
2 étaient résolus

56 ont un groupe infini

PN N

54 non résolus
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Marche de Gessel
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Introduction et résultats

Marche de Gessel

2001 : conjecture d'l. Gessel

q(0,0,2k) = 16"%, (a)k =a(a+1)---(a+k—1).

A\
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Marche de Gessel

2001 : conjecture d'l. Gessel

q(0,0,2k) = 16"%, (a)k =a(a+1)---(a+k—1).

2009 : preuve de la conjecture

M. Kauers, C. Koutschan, D. Zeilberger.

A\
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Introduction et résultats

Marche de Gessel

2001 : conjecture d'l. Gessel

q(0,0,2k) = 16"%, (a)k =a(a+1)---(a+k—1).

2009 : preuve de la conjecture

M. Kauers, C. Koutschan, D. Zeilberger.

A\

2009 : Q(x,y, z) est algébrique

A. Bostan, M. Kauers.
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Introduction et résultats

Résultats (1/2)

zQ(x,0,z) — zQ(0,0,z) =
1 S Orw(t, z) _ Orw(t, z)
211 J pq, tYo(t,2) |:W(t, z)—w(x,z) w(t,z)— W(O,Z):| dt.

Z(y + 1)0(07)/72) - ZQ(0,0,Z) =
1 ] din(t,z)  dw(t2)
2m Jr, 0B 2)E [Vv(t,z)— T o - VV(O,Z)} dt.

zQ(0, 0, z):2_—1 ~Xo(t,z)t

[ B, (t, ) 8 (t, )
Tt M, ~( )

£,2)— W(—L,2) W(t,z)— W(O,z)} dt.

Xo et Yo sont des racines du noyau K(x,y,2) = 3 hes X'y —1/z:
K(Xo(y,2),y,z) = K(x, Yo(x, 2),z) = 0.
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Introduction et résultats

Résultats (2/2)

Les courbes M, et /K/lvz sont symétriques par rapport a |I'axe horizontal.
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Introduction et résultats

Résultats (2/2)

Les courbes M, et Mvz sont symétriques par rapport a I'axe horizontal.

N
x
X
N

N

w et w sont (explicites et) algébriques.
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Probleme de Riemann-Carleman

© Probleme de Riemann-Carleman
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Probleme de Riemann-Carleman

Probleme frontiere avec condition au bord de type Riemann-Carleman

Il existe une courbe M, symétrique par rapport a I'axe horizontal,

M,

et telle que

Vte M;:  zQ(t,0,z) — zQ(%,0,2) = tX(;l(t,z) = TXofl(T, z),

Xo étant une des racines du noyau K(x,y,z) = Z(i,j)es Xyl —1/z.
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Probleme de Riemann-Carleman

Comment obtenir ce probleme de Riemann-Carleman ? (1/2)

L'équation fonctionnelle :

K(x,y,2)Q(x,y,2) = 2Q(x,0,2) + 2(y + 1)Q(0, y, 2) — 2Q(0, 0, 2) — xy.
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Probleme de Riemann-Carleman

Comment obtenir ce probleme de Riemann-Carleman ? (1/2)

L'équation fonctionnelle :
K(x,y,2)Q(x,y,z) = 2Q(x,0,2) + z(y +1)Q(0, y, z) — zQ(0,0, z) — xy.

Racines du noyau :

K(x,y,z) = xyz( Z X'yl — 1/2) =0« x = Xp(y, z) ou Xi(y, 2).
(iJ)es
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Probleme de Riemann-Carleman

Comment obtenir ce probleme de Riemann-Carleman ? (1/2)

L'équation fonctionnelle :

K(x,y,2)Q(x,y,2) = 2Q(x,0,2) + 2(y +1)Q(0, y, z) = 2Q(0,0, z) — xy.

Racines du noyau :

K(x,y,z) = xyz( Z x'yl — 1/2) =0 <= x = Xp(y, z) ou Xi(y, 2).
(i, j)eS

Une nouvelle équation fonctionnelle :

0=2zQ(Xi(y,2),0,z) + z(y + 1)Q(0, y, z) — zQ(0, 0, z) — Xi(y, z)y.
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Probleme de Riemann-Carleman

Comment obtenir ce probleme de Riemann-Carleman ? (1/2)

L'équation fonctionnelle :
K(xy,2z)Q(x,y,2) = 2Q(x,0,2) + z(y +1)Q(0, y, z) — zQ(0, 0, 2) — xy.
Racines du noyau :
K(x,y,z) = xyz( Z Xyl — 1/2) =0 <= x = Xp(y, z) ou Xi(y, 2).
(i, j)eS
Une nouvelle équation fonctionnelle :
0= ZQ(Xf(ya Z)a 072) + Z(.y + 1)Q(07_y72) - ZQ(Oa Oa Z) - X,'(_)/,Z)y.

On obtient :

zQ(Xo(y, 2),0,2) — zQ(X1(y, 2), 0, z) = Xo(y, 2)y — Xi(y, 2)y-
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Probleme de Riemann-Carleman

Comment obtenir ce probleme de Riemann-Carleman ? (2/2)

zQ(Xo(y, 2),0,2) — zQ(X1(y, 2), 0, z) = Xo(y, 2)y — Xi(y, 2)y-

Xo(y, z) et Xi(y, z) sont complexes conjuguées

7 N
N

yz(Z)' = ’y2(z) y3(z). -

\/

Xo(y, z) et Xi(y, z) sont réelles

Xo([1(2), y2(z /T\
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Probleme de Riemann-Carleman

Probleme frontiere avec condition au bord de type Riemann-Carleman

Il existe une courbe M, symétrique par rapport a I'axe horizontal,

M,

et telle que

Vte M;:  zQ(t,0,z) — zQ(%,0,2) = tX(;l(t,z) = TXofl(T, z),

Xo étant une des racines du noyau K(x,y,z) = Z(i,j)es Xyl —1/z.
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Probleme de Riemann-Carleman

Résolution du probléeme de Riemann-Carleman

zQ(x,0,z) — zQ(0,0, z) =
1
271 J ag,

1 Orw(t, 2) Oew(t, 2)
tXo (¢ 2) [W(t,z) —w(x,z)  w(t,z)—w(0,2) o

ou w; est une fonction de conformal gluing pour M,.
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Probleme de Riemann-Carleman

Résolution du probléeme de Riemann-Carleman

zQ(x,0,z) — zQ(0,0, z) =
1
271 J ag,

Orw(t, z) Orw(t, z)

o) [ - e

ou w; est une fonction de conformal gluing pour M,.

Fonction de conformal gluing

= |
x
\B/
N

N

o
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Uniformisation et conformal gluing

© Uniformisation et conformal gluing
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Uniformisation et conformal gluing

Uniformisation (pour toute marche)

x est premiere coordonnée de K., ol :
’Cz = {(X,y) € (C2 . K(X,y,Z) = Z(i,j)esxlyj _ 1/2 _ 0}
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Uniformisation et conformal gluing

Uniformisation (pour toute marche)

X est premiere coordonnée de K., ou :
’Cz = {(X,y) € (C2 5 K(X,y,z) = Z(i,j)esxlyj _ 1/2 _ 0}
o K,=C/(WiZ+ w3Z).

0 w%/2 w3
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Uniformisation et conformal gluing

Uniformisation (pour toute marche)

x est premiere coordonnée de K., ou :
K.={(x,y) € C?: K(x,y,z) = Z(mesx"yf —1/z=0}.
o K.=C/(WiZ+wiZ).
o K;={(x(w,2),y(w,2)):w € C/(wiZ + wiZ)}.
Fonctions elliptiques de Weierstrass : p(w;w?,w3), o' (w; w?,w3).

0 w3/2 w3
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Uniformisation et conformal gluing

Uniformisation (pour toute marche)

x est premiere coordonnée de K., ou :
K.={(x,y) € C?: K(x,y,z) = Z(mesx"yf —1/z=0}.
o K.=C/(WiZ+wiZ).
o K;={(x(w,2),y(w,2)) : w € C/(WiZ + wiZ)}.
Fonctions elliptiques de Weierstrass : p(w; w?,w3), ' (w;w?,w3).

e Les courbes M, = UM?7 et /(/lvz = Mj U sont simples.
w3
w3/2
0 w3/2 W5/2+W5%/2 W3
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Uniformisation et conformal gluing

Uniformisation (pour toute marche)

x est premiere coordonnée de K., ou :
K.={(x,y) € C?: K(x,y,z) = Z(mesx"yf —1/z=0}.
o K.=C/(WiZ+wiZ).
o K;={(x(w,2),y(w,2)) : w € C/(WiZ + wiZ)}.
Fonctions elliptiques de Weierstrass : p(w; w?,w3), ' (w;w?,w3).

e Les courbes M, = UM?Z et Mvz = Mj U sont simples.
e Expression explicite des fonctions de conformal gluing w et w.
w3
w3/2
0 w3/2 W5/2+W5%/2 W3
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Uniformisation et conformal gluing

Uniformisation (pour toute marche)

x est premiere coordonnée de K., ou :
K.={(x,y) € C?: K(x,y,z) = Z(mesx"yf —1/z=0}.
o K.=C/(WiZ+wiZ).
o K;={(x(w,2),y(w,2)) : w € C/(WiZ + wiZ)}.
Fonctions elliptiques de Weierstrass : p(w; w?,w3), ' (w;w?,w3).

e Les courbes M, = UM?Z et Mvz = Mj U sont simples.
e Expression explicite des fonctions de conformal gluing w et w.
w3
w3/2
0 w3/2 W5/2+W5%/2 W3

K, = {(u7 v) € C?: v? = 443 —gfu—gf}.
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Uniformisation et conformal gluing

Surface de Riemann de la racine carrée d'un polynéme de degré 3

Soient g3 —27g3 #0 et L= {(u,v) € C?>: v?> = 404> — gou — g3}.
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Uniformisation et conformal gluing

Surface de Riemann de la racine carrée d'un polynéme de degré 3

Soient g3 —27g3 #0 et L= {(u,v) € C?>: v?> = 404> — gou — g3}.
o L=C/(wiZ + wrZ).

Wy
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Uniformisation et conformal gluing

Surface de Riemann de la racine carrée d'un polynéme de degré 3

Soient g3 —27g3 #0 et L= {(u,v) € C?>: v?> = 404> — gou — g3}.
o L=C/(wiZ + wrZ).
o [ = {(gg(w;wl,wz), o' (w; w1, w7)) :w € C/(w1Z + ng)}.

Wy
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Uniformisation et conformal gluing

Soient g3 —27g3 #0 et L= {(u,v) € C?>: v?> = 404> — gou — g3}.
o L=C/(wiZ + wrZ).
o L= {(p(w;wi,wz), o (w;wi1,w2)) : w € C/(w1Z + w2Z)}.
e Sie3 < e < e sont les racines de 4u — gou — g3 alors

Wy
(.01/2
€3 €2
00 €]
0 Wsy/2 W9

Irina Kurkova, Kilian Raschel Fonction génératrice du nombre de chemins pour la marche de Gessel



Uniformisation et conformal gluing

Uniformisation (pour toute marche)

Sion note }; hes x'yd :Z}:_l Ai(x)y/ , alors on a
Z X'yl —1/z=0
(ij)es II

[ Ay + (A(x) —1/2)]" = [(Ao(x) = 1/2)? — 4A1(x)A_1(x)]
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Uniformisation et conformal gluing

Uniformisation (pour toute marche)

Sion note }; hes x'yd :Z}:_l Ai(x)y/ , alors on a
Z X'yl —1/z=0
(ij)es II

[xAl(x)y + x(Ao(x) — l/z)}2 = x? [(AQ(X) = l/z)2 = 4A1(X)A_1(X)}
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Uniformisation et conformal gluing

Uniformisation (pour toute marche)

Sion note }; hes x'yd :Z}:_l Ai(x)y/ , alors on a
Z X'yl —1/z=0
(ij)es II
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Uniformisation et conformal gluing

Uniformisation (pour toute marche)

Sion note }; hes x'yd :Z}:_l Ai(x)y/ , alors on a
Z X'yl —1/z=0
(ij)es II

wﬁ i=1
w3/2
X3(2) Xa(2)
Xy(z) X1(2)
0 w3/2 w3
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Uniformisation et conformal gluing

Uniformisation (pour toute marche)

Sion note }; hes x'yd —Z,_ 1 Bi(y)x', alors on a

ny 1/z=0

(i,j)eS
)
[yBi(y)x + y(Bo(y) — 1/2)]* = y* [(’330()/) —1/2)? — 4Bi(y)B_1(y)]

—4 H(y —yi(2))

w7
w3/2
X3(2) Xa(2)
Xy(z) X1(2)
0 w3/2 w3
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Uniformisation et conformal gluing

Uniformisation (pour toute marche)

Sion note }; hes X'yl

ny 1/z=0

(i))eS

[yBi(y)x + y(Boly) — 1/2)]”

% [(3Bo(y) —1/2)? — 4Bi(y)B_1(y)]

—Z,_ 1 Bi(y)x', alors on a
)

—4 H(y —yi(2))

X3(z)  Y3(2)

X4(2) 00

Xo(2)  Yo(2)

xX1(z2)  yi1(2)

0 W3/2W5/2 W3/2+W3%/2 W3
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Uniformisation et conformal gluing

Fonction de conformal gluing (pour toute marche)

Xo([1(2), y2(2)], 2)

W(t,z) = W(f7 Z)

w3
i w(x(w, z), Z)
w3i/2 Il
X3(2)  y3(2) Xo(2)  Yo(2)
Xy(z) 00 xX1(z2)  yi1(2)
0 W3/2W5/2 W5/2+wW3%/2 W3
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Uniformisation et conformal gluing

Fonction de conformal gluing (pour toute marche)

XO([Y1(2)=Y2(Z)]=Z)/\
W(t,z) = W(f,z)

) W(X(W,Z),Z)

A A 5 o ”

X3(z z z Z &z 5)/2; Wi, w3
'3 y3 Xo Y2 p(W7(W1 +W2)/2vw1)w3)

Xy(2) 00 xX1(2)  yi1(2)
0 W3/2W5/2 W5/2+wW3%/2 W3
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Uniformisation et conformal gluing

Algébricité de la fonction de conformal gluing (pour Gessel)

o w(t,z) = p(x1(t,2) — (wf +w5)/2: wf, ),
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Uniformisation et conformal gluing

Algébricité de la fonction de conformal gluing (pour Gessel)

o w(t,z) = p(x_l(t,z) — (w? +w§)/2;wf,w§),
o wi = (3/4)w3,
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Uniformisation et conformal gluing

Algébricité de la fonction de conformal gluing (pour Gessel)
o w(t,z) = p(x~(t, z) — (Wi +w3)/2; wi,wi),
o wi = (3/4)w3,

@ Théorie des transformations des fonctions elliptiques.
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Uniformisation et conformal gluing

Algébricité de la fonction de conformal gluing (pour Gessel)

o w(t,z) = p(x~(t, z) — (Wi +w3)/2; wi,wi),

o wi = (3/4)w3,

@ Théorie des transformations des fonctions elliptiques.
Preuve de w3 = (3/4)w3

Automorphismes C? de Gessel : 1(x,y) = (x, 712%) ,P(x,y) = (%%,y)

Irina Kurkova, Kilian Raschel Fonction génératrice du nombre de chemins pour la marche de Gessel



Uniformisation et conformal gluing

Algébricité de la fonction de conformal gluing (pour Gessel)
o w(t,z) = p(x~(t, z) — (Wi +w3)/2; wi,wi),
o wi = (3/4)w3,

@ Théorie des transformations des fonctions elliptiques.

Preuve de w3 = (3/4)w3

Automorphismes C? de Gessel : 1(x,y) = (x z 1) ,P(x,y) = (1 L )

a?; ;;7

#(h,¢) =8 <= inf{p e N*: (Yo¢) =id} = 4.
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Uniformisation et conformal gluing

Algébricité de la fonction de conformal gluing (pour Gessel)
o w(t,z) = p(x~(t, z) — (Wi +w3)/2; wi,wi),
o wi = (3/4)w3,

@ Théorie des transformations des fonctions elliptiques.

Preuve de w3 = (3/4)w3

Automorphismes C? de Gessel : 1(x,y) = (x, x_lZ%) ,P(x,y) = (%%,y)

#(,9) =8 <= inf{p e N*: (0 ¢)P =id} = 4.
Automorphismes C/(wiZ + w37Z) de Gessel : V(w) = —w, ®(w) = —w+wj.
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Uniformisation et conformal gluing

Algébricité de la fonction de conformal gluing (pour Gessel)
o w(t,z) = p(x~(t, z) — (Wi +w3)/2; wi,wi),
o wi = (3/4)w3,

@ Théorie des transformations des fonctions elliptiques.

Preuve de w3 = (3/4)w3

Automorphismes C? de Gessel : 1(x,y) = (x, x_lZ%) ,P(x,y) = (%%,y)

#(,9) =8 <= inf{p e N*: (0 ¢)P =id} = 4.
Automorphismes C/(wiZ + w3Z) de Gessel : V(w) = —w, d(w) = —w+wj3.

inf{p e N*": (Vo) =id} =4 <= 4w] € WiZ + WiZ.
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Uniformisation et conformal gluing

Algébricité de la fonction de conformal gluing (pour Gessel)

o w(t,z) = p(x~(t, z) — (Wi +w3)/2; wi,wi),
o wi = (3/4)w3,
@ Théorie des transformations des fonctions elliptiques.

Preuve de w3 = (3/4)w3

Automorphismes C? de Gessel : 1(x,y) = (x, x_lZ%) L o(x,y) = (%%7),)
#(,¢) =8 < inf{pe N": (Yo ¢)P =id} = 4.

Automorphismes C/(wiZ + w3Z) de Gessel : V(w) = —w, d(w) = —w+wj3.

inffip e N*: (Wo d)P =id} =4 <= 4w] € WiZ + WiZ.

Zg— z z __ z
Donc 4w3 = 3w3 ou 4wj = w3.
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Uniformisation et conformal gluing

Algébricité de la fonction de conformal gluing (pour Gessel)

o w(t,z) = p(x~(t, z) — (Wi +w3)/2; wi,wi),
o wi = (3/4)w3,
@ Théorie des transformations des fonctions elliptiques.

Preuve de w3 = (3/4)w3

Automorphismes C? de Gessel : 1(x,y) = (x, x_lZ%) L o(x,y) = (%%7),)
#(,¢) =8 < inf{pe N": (Yo ¢)P =id} = 4.

Automorphismes C/(wiZ + w3Z) de Gessel : V(w) = —w, d(w) = —w+wj3.

inffip e N*: (Wo d)P =id} =4 <= 4w] € WiZ + WiZ.

Donc 4w3 = 3w3.
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Conclusion

© Conclusion
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Conclusion

Généralisations

/\ Expression explicite pour tous les groupes.
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Conclusion

Généralisations

/\ Expression explicite pour tous les groupes.

/\' Fonctions génératrices holonomes ? (groupe infini : w, w non
holonomes)
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Conclusion

Généralisations

/\ Expression explicite pour tous les groupes.

/\ Fonctions génératrices holonomes ? (groupe infini : w, w non
holonomes)

/A Chemins avec poids.
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Conclusion

Généralisations

/\ Expression explicite pour tous les groupes.

/\ Fonctions génératrices holonomes ? (groupe infini : w, w non
holonomes)

/A Chemins avec poids.

/\ Sauts plus généraux.
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Conclusion

Généralisations

/\ Expression explicite pour tous les groupes.

/\ Fonctions génératrices holonomes ? (groupe infini : w, w non
holonomes)

/A Chemins avec poids.

/\ Sauts plus généraux.

/\ Dimension supérieure.

Irina Kurkova, Kilian Raschel Fonction génératrice du nombre de chemins pour la marche de Gessel



Conclusion

Prolongement des fonctions génératrices (1/2)
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Conclusion

Prolongement des fonctions génératrices (2/2)

\

T
@ .
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