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quadrangulations planaires

@adrangulation planaire = carte dessinée sur la sphere dontT
toutes les faces sont des carrés ( = degré 4, simplement connexes)

Lconsidérée a déformations continues pres J
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énumeération

.

enumerer les quadrangulations planaires a n faces

=

o -
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énumeération

.

enumerer les quadrangulations planaires a n faces
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énumeération

.

enumerer les quadrangulations planaires a n faces

Tutte (1962) décomposition récursive

o -
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énumeération

.

enumerer les quadrangulations planaires a n faces

Tutte (1962) déco
Brezin Itzykson Parisi

position recursive
uber (1978)

o -
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grales de matrices



énumeération

.

enumerer les quadrangulations planaires a n faces

Tutte (1962) déco
Brezin Itzykson Parisi

position recursive
uber (1978)
Schaefter (1997) bijection avec des arbres

o

grales de matrices

-
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la fonction a deux points

.

enumerer les quadrangulations planaires a n faces

-

o -
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la fonction a deux points

.

enumerer les quadrangulations planaires a n faces

-

Let avec 2 sommets marques J
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la fonction a deux points
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enumerer les quadrangulations planaires a n faces
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la fonction a deux points

.

enumerer les quadrangulations planaires a n faces

-

Let avec 2 sommets marques a distance prescrite J
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la fonction a deux points

.

enumerer les quadrangulations planaires a n faces

-

ancesco, G.

Let avec 2 sommets marques a distance prescrite J
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la fonction a trois points

.

enumerer les quadrangulations planaires a n faces

-

o -
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la fonction a trois points

.

enumerer les quadrangulations planaires a n faces

-

Let avec 3 sommets marques J
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la fonction a trois points

.

enumerer les quadrangulations planaires a n faces

Let avec 3 sommets marques J
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la fonction a trois points

.

enumerer les quadrangulations planaires a n faces

Let avec 3 sommets marques a distances prescrites J
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la bijection de Schaeffer

fpartant d’une quadrangulation planaire pointee
origine



la bijection de Schaeffer

fpartant d’une quadrangulation planaire pointee T

chaque sommet v recgoit une étiquette /(v) égale a sa
distance a l'origine J
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la bijection de Schaeffer

fpartant d’une quadrangulation planaire pointee T

0(v) — L(v")| = 1 siv et sont voisins sur la quadrangulation



faces — aretes

-

— deux types de faces

(0} (£
G CORRGY

&2 C



faces — aretes

-

— deux types de faces

(0} (£

G2 C

construction de Schaeffer:

L associer une aréte a chaque face J
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on obtient un arbre planaire bien-etiquete

o -
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arbres bien-étiquetés

bien-étiqueté:



arbres bien-étiquetés

bien-étiqueté:
o les etiquettes varient d’au plus 1 entre voisins

[0(v) — £(v")| < 1 siv et sontvoisins sur l'arbre

o -
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arbres bien-étiquetés

bien-étiqueté:
o les etiquettes varient d’au plus 1 entre voisins
[0(v) — £(v")| < 1 siv et sontvoisins sur l'arbre

o min f(v) =1

vE arbre

-

inria 29/09/2008 — n. 9/¢



b

jection 1:
guadrangulations pointees

0

arbres bien-étiquetés

o [L(v) — ()| < 1 siwv ety sont voisins

o min f(v) =1
vE arbre

o -
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la bijection de Miermont

-

partant d’'une quadrangulation planaire multi-pointee
avec p sommets marques (et distingueés) vy,. . .,v,
satisfaisant d(v;, v;) > 2

-

o -
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la bijection de Miermont

N

a chague sommet marqueé v; est associé un retard 7; (entier)

-

T=
Uz/
=1

T=2

-
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la bijection de Miermont

N

a chague sommet marqueé v; est associé un retard 7; (entier)

-

les retards doivent satisfaire:

o\ — 1| < d(vi,v5) Vi# 35 (cond. 1)
OTp —Tj = d(?)@, Uj) mod 2 (COnd. 2)

o -
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-

pour chague sommet v, on considere la “distance retardee”
a v,
J

=

fj(?}) — d(v,vj) + T

le sommet v recoit maintenant une étiquette:

((v) = min {;(v) = min (d(v,v;)+ 75)
g=1,...p Jj=1,...p

qui est la “distance" au sommet marqué le plus proche, ou
la distance a v; incorpore une pénalité 7
J J

— en particulier, la condition 1 assure que

K(UZ) == T3

o -
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faces — aretes

-

grace a la condition 2, la parité de /;(v) est indépendante
de j et, de nouveau, |/(v) — £(v")| = 1 si v et v/ sont voisins
sur la quadrangulation

(0} (£

=

G (D @D G
&2 C

o -
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faces — aretes

-

grace a la condition 2, la parité de /;(v) est indépendante
de j et, de nouveau, |/(v) — £(v")| = 1 si v et v/ sont voisins
sur la quadrangulation

=

associer une aréte a chaque face

o -
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Lon obtient une carte planaire bien-étiquetee a p faces J
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cartes bien-étiquetées

bien-étiquetée:



cartes bien-étiquetées

bien-étiquetée:
o les étiquettes varient d’au plus 1 entre voisins

[0(v) — £(v")| <1 sivetd sontvoisins sur la carte

o -
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cartes bien-étiquetées

bien-étiquetée:
o les étiquettes varient d’au plus 1 entre voisins
[0(v) — £(v")| <1 sivetd sontvoisins sur la carte

3 min l(v) =141
v incident a F;

o -
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L .

jection 2: pour une valeur fixée des retards
guadrangulations p-pointees

avec des sommets marques satisfaisant
& d(vi,vj) > ‘7'7; — Tj‘ \X) #]
& d(vi,vj) =Ty —Tj mod 2

0

cartes bien-étiquetées a p faces

avec de éetiquettes satisfaisant
o |e(v) — £(v")] < 1 siv et sontvoisins

& min l(v)=14+T7;
\_ v incident a F; ( ) ! J
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-

ce codage garde trace de certaines des distances:

-

Si v est incident a F;, alors le minimum de ¢; = d(v,v;) + 7;
est atteint pour j =i et on a donc:

d(v,vj) =L(v) — T;

o -
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- .

es cartes planaires peuvent se classer selon leur squelette

o -
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- .

es cartes planaires peuvent se classer selon leur squelette

o -
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- .
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- .

es cartes planaires peuvent se classer selon leur squelette

o -
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- .

es cartes planaires peuvent se classer selon leur squelette

o -
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- .

es cartes planaires peuvent se classer selon leur squelette

(&)
Lsommets de degré > 3 = nombre fini de squelettes J
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cas de 3 sommets marqués

-

cartes planaires a 3 faces (distinguées)

-

] 66 @B 68
BB B G @

o -




-

carte = squelette + arbres attaches



paramétrisation des distances

-

pour 3 points, on peut utiliser la paramétrisation suivante:

-

dig = d(vi,v2) = s+t

dog = d(?)z,vg) =t+u

Lavec s, t,u>0 | J
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choix des retards

e .

e: relier les retards aux distances en choisissant:

Tm=-S8, To=-—1, 7T3=—U

o1 —To=—8+t=s+tmod2=d(vy,ve) mod 2

& ‘7‘1 — 7'2‘ = ’dzg — d31’ < dj9 (inégalités triangulaires)
et eégalite seulement si les 3 sommets sont “alignés":

par exemple do3 — d31 = di2 Seulement si v; Se trouve sur un
chemin géodésique entre v, et v3

e ON suppose les 3 sommets non-alignés < s, t,u > 0
e ON traitera le cas de sommets alignes plus tard (inclut le
Lcas ou deux sommets sont voisins immediats) J
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-

nouvelles contraintes sur les étiquettes:
o sommet a la frontiere entre deux faces

longueur =/(v) — 11 +L(v) — 2 =20(v) + (s+1) > s+t =dpo

= ((v) > 0 pour les sommets a la frontiere entre deux faces
sur la carte bien-étiquetee

o -
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s+t=dia=Lw)—T1+ L) — 19+ dv,)
(o) + L") +d(v,v) + s+t

= {(v) +L(v") + d(v,v") =0
=v=0vetl(v) =0

Fy et I, doivent avoir une frontiere commune (+ permutations)

o -
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félimine les squelettes du type: Q‘Q T

1

les seuls squelettes possibles sont QD

2 3

et @@@@@@

en pratique, ces derniers cas peuvent étre vus comme des
versions degénerees du precedent quand une des
frontieres est reduite a un seul sommet.

o -
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regles sur les étiquettes

minf(v) =1—s

F

/

-



b

jection 3:
guadrangulations triplement-pointees

avec sommets marqueés a distances prescrites
dis =s4+t,ds=t+uetdsy; =u+s avecs,t,u >0

0

cartes bien-etiquetées a 3 faces
1

avec un squelette QB
1 2 3
Ou ses versions dégénérées @@ @@ @@

o -
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b

jection 3:
guadrangulations triplement-pointees

avec sommets marqueés a distances prescrites
dio=s+t,dg=t+uetds; =u-+s

0

cartes bien-etiquetées a 3 faces
1

avec un squelette QB
1 2 3
Ou ses versions dégénérées @@ @@ @@

1 2 3
Lou ses versions dégénerees 3 @1 @2 J
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cas aligné

-

Si v3 se trouve entre vy et vy (d31 = s, dog = t, dio = s+ t)
appliquer la construction de Miermont pour v; et v
seulement, avec des retards 1 = —s et » = —t

-

minf(v) =1—s

inria 29/09/2008 — p. 29/¢



énumération de cartes bien-étiquetées

- .

minf(v) =1—s
-




fonctions génératrices

fpoids g par face de la quadrangulation T
& poids g par aréte de la carte bien-étiquetée

arbre bien-étiqueté

o -
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fonctions génératrices

fpoids g par face de la quadrangulation T
& poids g par aréte de la carte bien-étiquetée

arbre bien-étiqueté

pour avoir une recurrence simple
o arbres plantés = coin marqué d’étiquette m

o -

inria 29/09/2008 — p. 31/¢



fonctions génératrices

fpoids g par face de la quadrangulation T
& poids g par aréte de la carte bien-étiquetée

arbre bien-étiqueté

pour avoir une recurrence simple
o arbres plantés = coin marqué d’étiquette m
LO on impose seulement min {(v) > 1 J

vE arbre
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récurrence

N 1 — Q(Rm—H + Ry, + Rm—l)

Lpour m > 1 avec la condition initiale Ry = 0 J
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solution

- .

m|[m + 3]
m = R
i m + 1][m + 2]
ouR=1/(1-3¢gR), c.a.d.
b 1= VI=12g
6g
ou _1=a™
m = ——

etoluz+a'4+1=1/(gR?),c.a.d.

1 —24g — /T=12g + V6,/72¢% + 69/1 — 129 — 1
v 2(6g + VT 129 — 1)

o -
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=

fdans la suite, nous aurons a considérer la fonction
génératrice des arbres bien-étiquetés avec un coin marque
d’étiquette m et avec la condition:

min f(v) >1—s
vE arbre

cette fonction génératrice n’est autre que: R, s
comme obtenu par un simple decalage de s des étiquettes.

o -
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=

fdans la suite, nous aurons a considérer la fonction
génératrice des arbres bien-étiquetés avec un coin marque
d’étiquette m et avec la condition:

min f(v) >1—s

vE arbre

cette fonction génératrice n’est autre que: R, s
comme obtenu par un simple decalage de s des étiquettes.

si nous voulons plutét: min {(v)=1-—s

VE arbre

alors nous devons soustraire les configs. avec
min >2—s=1-—(s—1), c.a.d. prendre

\_ Ripts — Rm—l—(s—l) J
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fonction a deux points

-

une origine marquéee + un sommet marque a distance m
< arbre bien-étiqueté avec un sommet marqué d’étiquette m

=

o -
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fonction a deux points

-

une origine marquéee + un sommet marque a distance m
< arbre bien-étiqueté avec un sommet marqué d’étiquette m

-

o coin marqué d’etiquette m: R,

o -
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fonction a deux points

-

une origine marquéee + un sommet marque a distance m
< arbre bien-étiqueté avec un sommet marqué d’étiquette m

-

o sommet marque d’étiquette m: L,, = log R,

o -
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fonction a deux points

-

une origine marquéee + un sommet marque a distance m
< arbre bien-étiqueté avec un sommet marqué d’étiquette m

-

o sommet marque d’étiquette m: L,, = log R,
o onimpose min {(v) > 1

VE arbre

o -
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fonction a deux points

-

une origine marquéee + un sommet marque a distance m
< arbre bien-étiqueté avec un sommet marqué d’étiquette m

-

o sommet marque d’étiquette m: L,,— L,,—1=log(R,,/ Rpm—1)
oonimpose min f(v) =1

VE arbre

o -
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fonction a deux points

-

une origine marquéee + un sommet marque a distance m
< arbre bien-étiqueté avec un sommet marqué d’étiquette m

(D N
1%([m_1]<[m+2]>2> pourm = 2

=

G(m;g) =

og (Rigiat ) powrm=1

= fonction generatrice des quadrangulations

doublement-pointées dont les deux sommets marques (et
distingués) sont a distance m 'un de l'autre

o -
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-

on considere la fonction genératrice F'(s,t, u; g)

i
/

-

minf(v) > 1—s

(n@=0) )
5 Gt =0 N
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-

on considere la fonction genératrice F'(s,t, u; g)

-
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-

on considere la fonction genératrice F'(s,t, u; g)

N

premier 0 0

0\ /0



-

on considere la fonction genératrice F'(s,t, u; g)

W
O O



-

on considere la fonction genératrice F'(s,t, u; g)

I S/ N

premier 0
0
Xs,t Xt,u Xu,s



-

on considere la fonction genératrice F'(s,t, u; g)

S, L, u



F(s,t,u;qg) = Xs,tXt,uXu,s()/s,t,u)z

S,

S,t,uU



(=0

m—1

XS,t — E E H ngk—l—S ng—Hf
m>0 chemins de Motzkin de longueur m k:()
o M=(0=£y,1,...,£m =0)
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frécu rrence: T

Xot =1+ 9gRsRi Xst (1 + gRs11Ri+1 Xot1,641)

o -
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frécu rrence: T

Xot =1+ 9gRsRi Xst (1 + gRs11Ri+1 Xot1,641)

solution: —

o -
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frécu rrence: T

Xot =1+ 9gRsRi Xst (1 + gRs11Ri+1 Xot1,641)
solution: —

SBlls + 1]t +1][s + 1 + 3]
1[s + 3][t + 3][s +t + 1]

Xs,t —

de méme, récurrence pour Y,
Y:S,t,u =1+ ggRthRuRs+1Rt—|—1Ru+1
X X4 1,84+1 X141, u+1Xut+1,541 Y s+1,t4+1,u+1

o -
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frécu rrence: T

Xot =1+ 9gRsRi Xst (1 + gRs11Ri+1 Xot1,641)
solution: —

SBlls + 1]t +1][s + 1 + 3]
1[s + 3][t + 3][s +t + 1]

Xs,t —

de méme, récurrence pour Y,
Y:S,t,u =1+ ggRthRuRs+1Rt—|—1Ru+1

X X4 1,84+1 X141, u+1Xut+1,541 Y s+1,t4+1,u+1
solution:

v s3It 3l Bl[s 4w+ 3]
B T Blls+t+3ttu+3luts+3 .
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fonction a trois points

- : .

F(87 t, u; g) — XS’tquXu,s(Yts,t,u)

B 3] ([s + ][t + 1[u + 1][s +t 4+ u + 3])°
CMPs+t+ s+t + 3|t +u+ 1t +u+3][u+ s+ 1u+ s+ 3

et la fonction a trois points grand-canonique des
quadrangulations s’ecrit

G(dlg, dos, ds1; g) = AsAtAuF(Sa t,u; 9)

avec A; f(s) = f(s) — f(s—1), et
s = (d12 — dag + d31)/2

t = (d12 + dag — d31)/2

u = (—d12 + dog + d31)/2

o -
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limite d’échelle

-

grandes quadrangulations: une limite d’echelle intéressante

est obtenue en faisant tendre g vers sa valeur critique 1/12
et en considérant des distances grandes:

=

1
9=15 (1 — Ae)
m = De /4
ete — 0.
. e_\/6A1/461/4

et dans toute combinaison bien equilibrée de |-]’s,

_=rm EVEINVE
L m| = » sinh(aD) | a = 2/\ J
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ﬁonction a deux points T

G(m;g) ~ €1 G(D, a)

avec
5 cosh(aD)

sinh®(aD)

G(D;a) =4a

Ambjorn Watabiki (1995)
fonction a trois points

dip = Dyge '/* do3 = Daze /" d3; = Dge /"

s = Se /4 t = Te /4 u=Ue /4

o -
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- .

F(s,t,u; ) ~ e 2F(S,T,U; )
avec F(S,T,U;«a) =

2

3 <sinh(oz(S + T + U)) sinh(aS) sinh(aT) Sinh(ozU)>2
sinh(a(S 4+ T')) sinh(a(T 4+ U)) sinh(a(U + S))

G(d1a, doz, d31; g) ~ €/4G(D1a, Doz, D31; )

G(D12, Dog, D31; ) = 05070y F (S, T,U; «)
S = (D12 — Dog + D31)/2
T = (D12 + Dag — D31)/2
U= (—Di2+ D23+ D31)/2

o -
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fonction a deux points canonique

-

ensemble canonique des quadrangulations doublement
pointees de taille n fixee (= nombre de faces)

=

dg
G(m; g)|gn = ]{ Yimgi ] G(m; g)

limite d’échelle: pour n grand et m = Dn'/4, calcul par

méethode du col:
(€
9= 19 "

—e=1/netA=—¢ (C.é.d. o = —%if)

o -
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-

apres normalisation, nous obtenons la densité de
probabilite

=

oD) = = [ dsee € vEER

p(D)dD est la probabilité que les deux sommets marqueés
soient a une une distance (renormalisee) dans l'intervalle
D, D + dD] dans 'ensemble des quadrangulations
doublement pointées de grande taille n fixee

o -
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-

apres normalisation, nous obtenons la densité de
probabilite

=

_ 2 - o6 /33
oD) = == | dsee oD /FED)
p(D)

0.6

B B
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en accord avec la loi de Fisher § = §

o

p(D) "~

D—>O 3
7

D3

p(D)

D—o0
mJ

=

iiii

D,
3 22/34/3
4
T =1,avecy=71=



fonction a trois points canonique

-

ensemble des quadrangulations triplement pointées de
taille n fixée

-

dg
2imgntl

G(dlg,dzg,dgl;g)‘gn = 74 G(d127d237d3159)

limite d’échelle: pour n grand et
d12 — D12n1/4 d23 = D23n1/4 d31 — D31n1/4

s=Sni/4 t=1nl* y=Unl/t

o -
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o .

nous obtenons la densité de probabilité

1 >0 g2 :
p(D12, D3, D31) = 7%/ d¢ € ™% G(D1a, Da3, D313/ —3i€/2)

p(Dlg, Dos, D31)dD12dD23dD31 est la probablllté que les trois
sommets marqués soient a distances mutuelles dans les
Intervalles [Dlg, Dio + leg], [Dgg, Dos + dDQg] et

D31, D31 + dD31| dans P’ensemble des quadrangulations
triplement pointees de grande taille fixee n

o -
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densité de probabilité conditionnelle

-

on fixe une des distances, par exemple Dy, et on considere
la densité de probabilité conditionnelle

p(D12, D23, D31)
p(D12)

p(Da3, D31|D12)dDo3d D3 est la probabilité que le troisiéme
sommet soit a des distances respectives des deux premiers
dans les intervalles [ng, Dos + dDQg] et [Dgl, D31 + dDgl]
dans 'ensemble des quadrangulations triplement pointées
de grande taille fixé n, sachant que la distance entre les
deux premiers sommets marques est Dy

=

p(Da3, D31|D12) =

o -
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limite D, petit

p(D23,D31|D12) D

oulU = (D23 + D31 — Dlg)/Q, W = (D31 — D23)/D12, et

bw) = (1 — )23 — w?)

- o -~
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limit ;5 grand

p(D23,D31|D12) .

1
2D19

ouv = (9D12)1/3(D23 + D31 — Dlg)/Q, et

x (9D12) Y0 (v)

p(Das, D31|D12) ~

4 2 —2v —3u
p(v) = gsmh(y/Q) (116 _8p 3 ) J

o
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conclusion

f. formule explicite pour la fonction a trois points des T
quadrangulations G(di2, dos, d31; 9)

o -
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conclusion

fo formule explicite pour la fonction a trois points des T
quadrangulations G(di2, dos, d31; 9)

e bijection de Miermont + choix particulier des retards

e formules explicites pour deux "briques" combinatoires:
- un "propagateur" X ; (= chaine d’arbres)
- un "vertex" Y+, (= 3-étoile)

autres applications: - geométrie des geodésiques
- boucles géodeésiques

e limite d’échelle a la fois dans I’ensemble grand canonique
et 'ensemble canonique

e formules tres explicites dans diverses limites

o -
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dérivation bijective de la formule pour X

| .

s+t
I Bm
m=1

o -
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g N\

frontiere frontiere
géodésique géodésique

-
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D= simplement
L pointée




Schaeffer

> arbre
bien—€tiqueté

-
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) <= doublement




Miermont T

-
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