Séries de Volterra pour les EDP

Th. HELIE

SERIES DE VOLTERRA pour la résolution

d’équation aux dérivées partielles non linéaires :

une application pour la simulation temps-réel
d’instrument de musique

INRIA
UNITE DE RECHERCHE DE ROCQUENCOURT

PRESENTE PAR

TroMmas HELIE

IrcaM - CNRS UMR 9912 - EQUIPE ANALYSE-SYNTHESE
IrRcAM, CENTRE GEORGES POMPIDOU, PARIS

LuNDI 27 NOVEMBRE 2006

ircam

=== C(entre

Pompidou TM R 9912

1/34



Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

PLAN

A- Introduction : IRCAM - modele de cuivres - probleme posé

B- Séries de Volterra : présentation de l'outil

C- EDP non linéaire avec controle de dimension 1

D- Extension au cas de dimensions supérieures

E- Conclusion

= Ee!{rte:am 2/34

Pompidou TM R 9912



Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

Al- L’IRCAM : Institut de Recherche et Coordination
Acoustique/Musique [UMR CNRS 9912]

Création : en 1971 par Pierre Boulez

Vocation : interaction entre
e recherche scientifique (son & musique)
e développement technologique
e création musicale contemporaine

E‘quipe Analyse-Synthese :
—— b e modéles de synthése
http ://www.ircam.fr Ircam e procédés d’analyse des sons

=== (entre : .
Pompidou e outils de transformation des sons
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

A2- Modeles physiques pour la synthese sonore

Objectifs :

Modélisation réaliste pour la simulation et le
controle en temps réel

Modeéles en syst. E/S :

Résonateur

(compositeurs, musiciens, luthiers)

Intéréts :

Instruments vertuels et naturels Cas du cuivre :

G(t) : pression, param. levres, ...

(attaques, transitoires, «canards», etc...) ¢ | \ /
. . NS Son
PI‘OblemeS 8 Etatinterne : X(1) ——J >

W+ _________

1- Sons réalistes < modeles non triviaux Matériau, géométrie
(EDP 3D, NL, op. pseudo-diff.)
2- Temps réel «— méthodes numériques Approche «systeme» :
standard trop lourdes Relations entrée/sortie
3- Contréle — 1inversion entrée/sortie (7éviter de calculer 'état dans tout
délicat (erande variété de régimes) Pespace)
=" 4/34
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Séries de Volterra pour les EDP

A3- Résonateurs de type cuivre

[JASA] (Hélie) :

Notation : 0! =

Propagation linéaire avec pertes dans un tube courbe (< f)

op— 01— 110y — 2]
courbure \2/—/

pertes visco-therm.

~07 | (R(OB(L, 1) =0

[Acta Acustical :
(Menguy,Gilbert) (pour une onde progressive “aller”)

Propagation non linéaire dans un tube droit (< fff)

1 1
0.p(z, 1)+ -0p(z 1)+ —= O7p(z,1) =

/e

NG 7
~~

pertes visco-therm.

O |

p(Z, t) atp(za t)

Y/ o, 7
non-linéarité

Ra : 07 (£ (1)) = 0, (t) — v5(\/5F(s)) = s F(s)

Bode v2irf : +3dB/oct = +10dB/dec
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

A4- Résultat en linéaire et probleme posé

Résonateur linéaire : résolution en quadripoles et simulation en temps réel

i T P4

Py P4
nT Q) | T oule) [T e Tl gys) |

Transmission :

[Hélie,Mignot]

0.06 (0] 500, 000 1500
freq. (Hz

Probleme posé : lien direct entre les états acoustiques des extrémités d’un trongon

Propagation Outil
linéaire quadripoles : fonctions de transfert
(matrice de dispersion)
non linéaire quel outil 7
=" 6/34

Pompidou TM R 9912



Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

INTRODUCTION AUX

SERIES DE VOLTERRA

ircam
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

B1- SERIES DE VOLTERRA : Définition

Série de Volterra de noyaux {h,},en* :

ut) {hn} ——y(1)
+oo o0
yit)= Y // holt,, ot u(t —t).. . u(t —t)dt, dt,
n=1 I —0 Y,
somme de  convolutions multiples

Interprétation de chaque terme :

n =1 convolution standard : systeme lin¢aire
n = 2 double convolution : non-linéarité d’ordre 2
n >3 etc...

Noyaux h,, = Réponses impulsionnelles généralisées

= Ee!{rte:am 8/34
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

B2- Cadre mathématique : espaces, convergence et reste

Fonction limitante : Soient /,, € L'(R") pour n € N*.

+00
On note | ¢(z) = 3 [|hnz" awMMHy—// St |t dt,
n=1

Convergence : Soient u € L™(R) et p le rayon de convergence de ¢.

Si u est telle que ||ullo = sup,(|u(t)]) < p,
alors la série de Volterra converge uniformément et est bornée par ¢(||u||so)

Preuve I<Z / /m ot lullo - oo, d, < (uflo)

&Hﬂh<Ka%ﬂMh<1
o .

Theoreme : |, .y SN [t St Jultt) . u(e) dt dE | < K e

T o/
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

B3- Causalité et transformée de Laplace

Causalité :

Un systeme {h,,} est causal si pour tout k& € N*,
tr <0=>Vn >k h,( ,tx, )=0

Transformée de Laplace multi-variable :

On définit H,(s1, / / p(ty, ty)e it Tt qy qp

Théoreme :
Les fonctions H,(s1, ,$,) d'un systeme causal et stable sont
analytiques dans Re(s1) > 0, ..., Re(s,) > 0.

= Ee!n[rte:am 10/34
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

B4- Quelques systémes simples

hi(t) = f(t)
Systeme linéaire y(t) = |f »; u|(t) : hp(ty, ,t,) =0, Vn>2
Phn = 100

Série entiere y(t)=>_ " g, u(t)" g(u(t)) hn(ty, t,) = g.0(t1, ,t,), VYn >2
de rayon p, : Ph = Py

h(t1, tm) = f(t1) f(t2) f(tm)

La cascade —|x f|—.""— : hp(ty, ,t,) = 0 sin#m
Php = 100

hn<t1,,,.,tn> = gnf<t1> f(tg)f(tn
pr = pg/llfllx

La cascade —x;f —[g/— :

Plus généralement : Tout systeme composé de systemes linéaires, des sommes ou pro-
duits de leurs sorties, et de cascades.

ircam
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE
B5- Interconnexion de systemes : Somme Unt |

e y(t)
Soit w tq ||ul|ee < min(py, py), alors {90} 4

Z// falty, st)u(t—1t,) ... u(t—t)dt, dt,

+ Z // gulty, St)ult—t) .. . u(t—t,)dt, dt,
-y / / Fltss £+ galtys otV ]l — ). ult —t)dt, dt,

Résultat :

ho(t1, 5 tn) = falts, o tn) + gults, 1)
H,(s1, ,8n) = Fu(s1, ,8,)+Gp(s1, ,s
on(x) < 9f(x) + dy(x)
pr = min(py, pg)

Sn)
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

UnJ
B6- Interconnexion de systemes : Produit _+®y<f>,
Soit u tq ||ul|ee < min(py, py), alors {9.} A

y(t) = > / Folty, tyult —t) . .ou(t —t)dt, dt,
xz(g // gyl s )ult — 7). u(t — 7 )dr dr,

—Z// pr b ol ult — 1) (e~ 1)

h u(t — 7). .. u(t—7,_)dt, dt dr, d7,_
Résultat :
ha(ty, tn) = Do LBt 5 t) Guep(tprts o ta)
Ha(s1,.,80) = Ypmt Fp(S1; .. 5p)Grp(8ptis - 1)
On(z) < ¢p(x)dy()
o > min(py, o,
_— 13/34
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

B7- Interconnection de systemes : cascade

Résultat :

ho(ty, ,t.) = Z Z // o(T1y s To) for (b1 — 71, tgr — T1)

- pr(tq1+...+Qp_1+1 Tpy - 7 )dT dT

n
Hn<817 ) Sn) — Z Z Gp(51+---—|_ Squy vy Sq1+,,,+qp_1+1—|_ T Sn)

=g, gy > 1
QL+ TGy ="n

¢y 0 dr(T)
min (pys, ¢ (pg))

X Fy (81,5 8q) - - qu(SQ1+---+qp_1+17 ~ 8n)

S
SR
s &
= ~—
VA

Ll 14/34
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

g1 | 5
(lin.)

B8&- Cascade : 2 cas simples )
Cas 1 : -

Y

00

it ) = [ @t =t - i

Hn<81,...,8n) — G1(81—|—,,,—|— Sn)Fn(Sl,___,Sn)

w(t) fl _ y(t)
Cas 2 : el {gn}—
+00
hn(tl, L tn> = // gn<7-1; - Tn)fl(tl — 7'1) . f1<tn — Tn>d7'1“d7'n
Hn(317 . Sn) = Gn(Sl, 5o g Sn)F1<81) c Fl(sn)
%Circam 15/34
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

B9- Exemple de résolution pour un circuit électrique

B

R1 |

c2

Foo
u a n
Fl(S) = 1o g(x) = Zgnﬂf K1(3> - sfﬁ Y
n=1

— P

L,(s1,...,8) = gnF1(s1) ... Fi(s,) avec a = 1/(R,C)) et B = 1/(RoCy)
Les noyaux du systeme complet sont, dans le domaine de Laplace :
H,(s1,...,8,) = Ki(s1+ -+ sn)Ln(s1,- .., 8n)
= Ki(s1+ -+ sn)gnFi(s1) ... Fi(sy)

H,(s1,...,5,) = g . Inct
s1+ +s,+0 (s1+a)...(s,+«q)

= Ee!{rte:am 16/34

Pompidou TM R 9912



Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

B10- Exemple et Remarques

Dans le domaine temporel, on trouve (pour ty,...,t, > 0)

hn<t1 e tn> — gne_“(tﬁuﬂn) | e(na—ﬁ) min(tq, tp) 1

no — (3

Remarques :

Les séries de Volterra décrivent une dynamique NL autour d'un point d’équilibre.

Mais elles ne modélisent ni les bifurcations ni les hystérésis.

= e 17/34
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

EDP non linéaire avec

controle de dimension 1

= Ee!n[rte:am 18/34
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

C1- Probleme posé : brillance au nuances fortissimo

Propagation acoustique d’une onde plane progressive p(€, 1) :

p(0,1) ' \ p(%, t_c%>
J

— o

Modele : EDP NL  |[Menguy,Gilbert2000]

1
ow(l,7) = plt,7) O,p(l,7) — «, O2p(L,T) e {T =t -2/

Ny N
Non-linéarité pertes visco-thermiques

Validité : |p| <160 dBspL VS 110dB pour ppgt® lin.

But : Représenter le tube par un série de Volterra

= Ee!n[rte:am 19/34
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Séries de Volterra pour les EDP

Th. HELIE

C2- SERIES DE VOLTERRA : interconnexion de systemes

U}
SOMME de 2 systemes : p;, = min (pf, pg> u(t) j@ y(t)
| A
PRODUIT de 2 systémes : pp = min (py, py) " {fn} "
| A
f{ 81, 5 S 2{:_F1 S1..38p) Gy p(3p+17m75n) {9n}

CASCADE (Volterra-+linéaire) : p, = p;

) Il

(lin.)

Hy(s1, ,8n) = Fr(st, ,8n) Gi(s1 + .+ sp)

y(t)

ircam
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

C3- NOYAUX de (S) : Eq. satisfaite par les noyaux

Eq. de Menguy & Gilbert : Syst. de Volterra :

1 p0,7 (¢) pLT)
8ep+0405’ép = pO-p . {h" }

(¢ : var. spatiale, 7 : var. temporelle) (¢ : parametres des noyaux)

Equation satisfaite par les noyaux H ,r(f)(sl, 9 8n) *

p(0,7) {hf?} p(l,T) J’ 0g+0405’7% % 0_
e

@Hﬁ)(sl,m, Sp) + Qy/S1+ . +5n Hﬁf)(sl,,,,, Sn)

n—1
_ Z [(51+.,.+5p) f]zgff)(sh.., Sp) H£9p<sp+1,..., snﬂ
—1

3

"
ordres < n

ircam

entre 21 / 34
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

C4- NOYAUX de (S) : Eq. satisfaite par les noyaux

Equation Differentielle Ordinaire : Vn > 1,

angr(f)(Sl,...,Sn) + O \/31—|_ +Sn Hq(f)(sla 78n)

Z s1+..+5p) ég)(glj...,sp) Hﬁg(sm, 5 5n)

J/

N

ordres < n

(¢ : variable, s, : paramétres)

Conditions aux limites : /=0 — p(0.7) {hff)} | p(l.7) =Identité

Hl(o)(sl) =1 and Héo)(sl,..., $p) =0, Vn > 2

= Ce!{rte:am 22/34
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

C5- NOYAUX DE (S) : ordres 1 et 2

\

n=1 : (%Hf@(sl) +a0\/§H1(£)(31) 0

H (1)

> = Hl(f)(sl) = e % V5L

1

/

n=2: agHQ(E) (s1,52) + V/S1+82 HQ(K) (s1,82) = spe %o (Verty/s2)¢
H = 0
2 (s1,52)

s1 e %0 £y/s1+s9 e 9 £ (\/51++/59)

14
= HQ( )(81782) — a, V31 + /52 — /51 +s2

arcam 23/34
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

C6- NOYAUX DE (S) : ordres supérieurs

Théoreme :

(6) 317 5 S _ZP S1y .y Sn— 1 f(E)(Sla“- )Wlth f(e) 81’ 9 & _Z

o~ % lPxr(s1,,5n)

feA 317 73n)

KEK AEA,
i ={e} et K, = Uz;ll {Kp x Kn—p} (arbres binaires a n feuilles)
avec
Ao = {wi} et Mg, rp) = (Aky X Aky) U{wn} (w, =cnd. au bord)

et P, : polynomes, ( ). fet. analytiques V¢, Re(si) > 0, cardC,, : nb. de Catalan.

Détails des récurrences :

(i) Po=1 et (k1K) €, XKnp=Pu(s1, ,8n-1) = (s1+ +5,) Pey(51, »5p-1) Pry(Sps1, > Sn_1)

(11) wan(Sl, ) Sn) — \/81 + s et A= (Al)\?) = gb}\(sla 3 Sn) :¢)\1(317 ) Sp)+¢>\2<3p+17 3 Sn)

(iii)) Aoy (s1)=1 et n>2= [A,@wn(sl,...,s )} ZAeAK\{wn} [A NES
et )\: ()\17>\2> (# wn) = AK,)\<517 ey Sn) = =0 Alﬂ,)q(Sla -y Sp) AHQ,)\2<S]9‘|‘17 = Sn)[QbA(Sl, ) STL) - \/51 + ..+ Sn]

1

= e 24/34
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

C7- SIGNAUX PERIODIQUES : simulation temporelle

_|_OO +OO
_ tkwT .
u(r) = cpe (b} F—y(r) =Y dype™
k=—0o0 k=—o0
o0 —+o0
avec dp = Z Z Ckq- Ck, Hn(iklw, oy iknw).

=1 k= —oo

p<07t) e
~
J

T I —2m L=3m =<
. (& =0.014)

—-0.01

o

0.5

f =440Hz, a = 154dB spL, Ry = 5.6 mm, et constantes physiques typiques.

25/34
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Séries de Volterra pour les EDP

Th. HELIE

C8- SIGNAUX PERIODIQUES : Confrontation aux
données expérimentales
Ratio des amplitudes du fondamental sortie/entrée |d;/cl| :
(F=2kHz, Ry=29mm, L=4.98 m [Menguy,Gilbert])
3 22
B 2
7
;Cj/ —-2.6
E -2.8
< s

a=2c (dBspPL)
= EeEl[rte:am 26/34
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

C9- Convergence et troncature (N=4)

Rayon de convergence estimé par p, = |H,(iw, ...iw)/H,1(iw, ...iw)|, n — +oo :

G
4l 7)
I

— — 4 —
= . =
o A\ / S o h / Z >
SN N\ ST NN = > o
SH SN SH
"7 (nms) © T r(nms) © 7 (nms) * 7 (in ms)
= Ee!{rte:am 27/34
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Séries de Volterra pour les EDP

Th. HELIE

C10- Vers une application faible cotut

Un exemple simple : Hy(sq, $9) = A(s1) B(s2) C(s1 + $2)
ya(t)

u(t) T A N w(t
(t) [ 5 e <: :> (1) C y(t) -

— Simulation de 3 filtres et 1 multiplication

Cas présent : (stage [Smet])

— Représentation diffusives multi-variables —bien posé mais lourd
— Décompositions structurées filtres/multiplications —satisfaisant

Construction d’une simulation numérique (Hy, H,) :
exemple sonore [linéaire, 150dB, 160dB, 170dB]

ircam
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

C11- Exemple de signal non stationnaire (f,oy = 440 Hz,
maz = 154dB sPL, Ry = 5.6 mm)

signal d’entrée :

1200 | - = 1 —10
1000 [ - k | —20
. . —30

800 |

spectro. de ’entrée : = oo} ; . P
spectro. de la sortie : = oot
= corCam 29/34
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Extension au cas de controles

de dimensions supérieures
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Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

D1- Probleme posé et principe

Probleme : l'entrée devient u(7,t) pour (Z,t) € I' x R

Principe :

1- Décomposer v sur une base spatiale : u(Z,t) = > un(t)0,(7)

2- Etendre les séries de Volterra au cas de multi-entrées ug(t)

Z/ / mﬁ tlv 2 m)uvm( )(t_t1> U (m )(t—t )dtl,,.dtm

meM
A un multi-index m = (1,0,0,2,0, ) correspond wug(t — t1)us(t — t2)us(t — t3).
On a m:(mn)neNEM:{mGNN ’ 3N tq. my #0 et n>N:>mn:O}

3- Etendre les lois d’'interconnexion aux noyaux multi-index h(mf)(tl, L tm)

ircam 31/34

=== C(entre

Pompidou TM R 9912



Séries de Volterra pour les EDP Th. HELIE

D2- Un exemple d’une équation de diffusion

Soit une plaque rectangulaire X x Y régie par 0,/ = ro(l + €T)AT, V(x,y) €
10, X [x]0,Y | avec 0,T = u(t,z), V(x,y) € [0, X] x {Y} et flux nul aux autres bords.

/ T(t Oy — KoA !
@< ) h%’y) ( y Ly y) e 0

A

—KJ()EA %7

(s1+ - +8m) HEY (8,) — koAHET (8,) — koey AHSY B ) Ho™ Bg) = 0,

(m,m)EMpy,

G 7

7\/
noyaux d’ordre < m

Une résolution analytique des EDP lincaires conduit a une écriture de la forme

H00) D5 € o) (o) o ()1

a€Am E=(n£ )€,

= e 32/34
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CONCLUSION

irc
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Séries de Volterra pour les EDP

Th. HELIE

E- Conclusion

Résolution A’ EDP faiblement non linéaires par les séries de Volterra :

e Nouvelle méthode :

Cas Systeme NL | Résolution (noyaux de Volterra)
classique| E.D.O. NL Algébrique
présent E.D.P. NL E.D.O. ou E.D.P. Linéaire

e Alternative a la méthode des perturbations
(en pratique, conserver les permiers noyaux suffit)

e Outil de décomposition hamonique efficace,

e Réalisations temporelles faible cott (appli. en temps-réel)

Perspectives et extensions :

e Rayon de convergence explicite et erreur garantie (EDO)

e Applications aux systémes de dim. infinie : entrée=u(7,1t)
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