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Fiabilite

Nous avons besoin d’arithmétique fiable.

Exemple : échec d’'un missile Patriot (25 fevrier

1991), ou « petite erreur deviendra grosse ».

$ horloge interne en 1/10 de seconde,

® erreur de troncation sur la constante 1/10 en
binaire,

9 erreur totale de 0, 34s, pour une vitesse de
1600m/s,

$ 28 morts.
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Fiabilité

[Explosion d’Ariane 5 (4 juin 1996)]

°

Conversion d’un nombre flottant 64 bits vers un
entier 16 bits,

Echec de conversion (constante trop grande),

9
$» Panne du Systeme de Référence Inertielle,
$» Perte totale d’'information de guidage,

9

Explosion (500 millions de dollars).
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Calcul d’intégrales

Le calcul d’intégrales joue un role important dans les calculs scientifiques en

general, avec des applications dans divers domaines :
® physique (cristallographie [Jézequel Chesneaux 2004])

+o00
g(a) = / (exp(@) + exp(—a))® — exp(az) — exp(—az)] dz

ou 0 < a < 2 (énergie électronique totale de cristaux).
® probabilités [Trefethen, Kern 2002]
LS i
T J 5 /3 —4cos ¢+ cos? ¢ + 16¢>

(marche aleatoire parametrée par € dans Z2).
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Calcul d’intégrales

[Interpolation asymptotique [Pauls Frisch 2006]]

owu(t,x) +u(t,x)0u(t,z) = 0
u(t,) = ) M i(t)
k=—0o0
~ 1 o —ik(a—35tsin(a
() = g [ e e ida

— besoin de calculer des milliers d’intégrales avec une centaine de bits
de precision.
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Integration fiable

Les erreurs d'arrondi entachent le résultat et s’accumulent.
. 10 :
Exemple avec Pari/GP 2.3.0 : [, 2 sin(2?)dx

7?7 default(realprecision, 115); intnum(x=0, 10, x~2 * sin(x~3))
%2 = 16.28927300548418203118991830¢[...]

7 default(realprecision, 116); intnum(x=0, 10, x~2 * sin(x~3))
%2 = 0.1458736432336307250257798201[. . .]

Quel resultat inspire le plus confiance ?

Séminaire ALGO — 11 décembre 2006 — p. 10



Integration fiable

Les erreurs d'arrondi entachent le résultat et s’accumulent.
. 10 :
Exemple avec Pari/GP 2.3.0 : [, 2 sin(2?)dx

7?7 default(realprecision, 115); intnum(x=0, 10, x~2 * sin(x~3))
%2 = 16.28927300548418203118991830¢[...]

7 default(realprecision, 116); intnum(x=0, 10, x~2 * sin(x~3))
%2 = 0.1458736432336307250257798201[. . .]

Quel resultat inspire le plus confiance ?

10
/ r? sin(z”)dx
0

é (1 — cos(1000))

2

0, 1458736432336
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Intégration (non ?) fiable

Un systeme célebre de calcul formel :

1IN~/ Maple 10 (IBM INTEL LINUX)
._I\I |/|1_. Copyright (c) Maplesoft, a division of Waterloo Maple Inc. 2005
\ MAPLE / All rights reserved. Maple is a trademark of
<____ ____ > Waterloo Maple Inc.

| Type 7 for help.
> evalf (Int (exp(-x~2)*1n(x), x=17..42));
-126
0.2604007480 10
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1IN~/ Maple 10 (IBM INTEL LINUX)
._I\I |/|1_. Copyright (c) Maplesoft, a division of Waterloo Maple Inc. 2005
\ MAPLE / All rights reserved. Maple is a trademark of
<____ ____ > Waterloo Maple Inc.

| Type 7 for help.
> evalf (Int (exp(-x~2)*1n(x), x=17..42));
-126
0.2604007480 10
> Digits:=20: evalf(Int(exp(-x~2)*1n(x), x=17..42));
-126
0.34288028340847034512 10
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Intégration (non ?) fiable

Un systeme célebre de calcul formel :

1IN~/ Maple 10 (IBM INTEL LINUX)
._I\I |/|1_. Copyright (c) Maplesoft, a division of Waterloo Maple Inc. 2005
\ MAPLE / All rights reserved. Maple is a trademark of
<____ ____ > Waterloo Maple Inc.

| Type 7 for help.
> evalf (Int (exp(-x~2)*1n(x), x=17..42));
-126

0.2604007480 10

> Digits:=20: evalf(Int(exp(-x~2)*1n(x), x=17..42));
-126

0.34288028340847034512 10

> Digits:=50: evalf(Int(exp(-x~2)*1n(x), x=17..42));
-128
0.49076783443012876473973482836733778547443399549250 10
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Intégration (non ?) fiable

Un systeme célebre de calcul formel :

1IN~/ Maple 10 (IBM INTEL LINUX)
._I\I |/|1_. Copyright (c) Maplesoft, a division of Waterloo Maple Inc. 2005
\ MAPLE / All rights reserved. Maple is a trademark of
<____ ____ > Waterloo Maple Inc.

| Type 7 for help.
> evalf (Int (exp(-x~2)*1n(x), x=17..42));
-126
0.2604007480 10
> Digits:=20: evalf(Int(exp(-x~2)*1n(x), x=17..42));
-126
0.34288028340847034512 10
> Digits:=50: evalf(Int(exp(-x~2)*1n(x), x=17..42));
-128
0.49076783443012876473973482836733778547443399549250 10
> Digits:=100: evalf(Int(exp(-x~2)*1n(x), x=17..42));
-128
0.49076783443012876473973482836733778547443399549250[...] 10
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Intégration (non ?) fiable

42
/ exp(—z?) log xdx ~ 0, 2565728500 x 10~ 1
1

7
Précision demandée Réponse Maple Chiffres corrects
10 0, 2604007480 x 10~ 120 1,8
20 0, 3428802834 x 10~ 140 0,6
50 0,4907678344 x 10~ 2% —1,7
100 0,4907678344 x 10~ 128 —1,7
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Intégration (non ?) fiable

42
/ exp(—x?) log zdz ~ 0,2565728500 x 10~ 10
1

7
Précision demandée Réponse Maple Chiffres corrects
10 0, 2604007480 x 10~ 120 1,8
20 0, 3428802834 x 10~ 140 0,6
50 0,4907678344 x 10~ 2% —1,7
100 0,4907678344 x 10~ 128 —1,7

—> augmenter la précision nous a conforté dans notre erreur!
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Arithmétique flottante — Arrondi

(Précision finie)

sin(42) = —0,916521547915633785 . ..
~ —0,916521547
~ —0,916521557
o(sin(42)) = —0,91652155 [arrondi au plus proche]
sin(42)
| | |
~0,91652155 —0,91652154
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Arithmétigue flottante — Précision arbitraire

H | | | =
O 1 2 4 8 16
ulp(11)
—
>
O 1 2 4 8 11 16
O 1 2 4 8 16

r = 0,91652155
0, 00000001

ulp(z)
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Enjeux

O Contrdler toutes les sources d’'erreurs :
$ Dborne explicite ;

$ borne fine.
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Problématique

X
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Problématique

f :la,b] — R de classe C*°
Calculer
b
I = / f(x)dx
a
en précision arbitraire et avec erreur bornée.

Hypothéses : ® f connue en précision arbitraire,
® on sait borner | f¥) ()| sur [a, b] pour k& > 1.

Par exemple : f fonction entiére.
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Etat de I'art

®» Methodes par interpolation :
$» Methode de Newton-Cotes,
$» Meéthodes de Gauss (Gauss-Legendre, Gauss-Laguerre,
Gauss-Tchebychey, ...) ou assimilées (Gauss-Kronrod),
$» Meéthode de Clenshaw-Curtis;
» Meéthode de Romberg;
$» Methode de Monte-Carlo;

» Methode doublement exponentielle.

Gestion d’erreur : ® par analyse directe;
® par arithmetique d’intervalles (pour I'erreur d'arrondi) ;
® par estimation dynamique;;

$» par arithmétique stochastique.
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Algorithme d’intégration par interpolation

b b
/ fz)dr ~ / P(z)da
Pa) = Y s [[2—2
i=0 j#i " J
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Algorithme d’intégration par interpolation

/a ’ f(x)da

&
@\@
)
=
on
S

i=0 j#i
b n—1
/ P(x)dz = szf(a?@)
a 1=0
b T — T
w; = H L dx
a . . ‘r’U’L T ZU']
J71
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Algorithme d’intégration par interpolation

2.5

15 F

05

f(x)

]
1 15
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Algorithme d’intégration par interpolation

2.5

15 F

05

f(x)
P(x)

0.5 1 15
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Enjeux

® Contrbdler toutes les sources d’erreur :

$ la formule d’intégration n’est qu’une approximation (erreur mathema-

/a Fa)de ~ /  Pla)da

tique),

Séminaire ALGO — 11 décembre 2006 — p. 29



Enjeux

® Controler toutes les sources d’erreur
$ la formule d’intégration n’est qu’une approximation (erreur mathema-
tique),
$ le calcul des (x;) et des poids (w;) est inexact pour la plupart des

methodes d’intégration,

b n—1
/ Pla)de = 3 wif(x:)
a 1=0
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Enjeux

® Controler toutes les sources d’erreur
$ la formule d’intégration n’est qu’une approximation (erreur mathema-
tique),
$ le calcul des (x;) et des poids (w;) est inexact pour la plupart des
methodes d’intégration,
P le calcul de f(xz) sera probablement inexact, méme pour des fonc-

tions simples,

b n—1
/ Pla)de = 3 wif(x:)
a i=0
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Enjeux

® Contrbdler toutes les sources d’erreur :
9

la formule d’intégration n’est gu’'une approximation (erreur mathéma-
tique),

le calcul des (x;) et des poids (w;) est inexact pour la plupart des
methodes d’intégration,

le calcul de f(x;) sera probablement inexact, méme pour des fonc-
tions simples,

la formule d’integration en elle-méme demande beaucoup de calculs,

les erreurs d’arrondi s’accumulent.
b n—1
/ P(z)dx = szxf(atz)
a i=0
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Enjeux

® Controler toutes les sources d’erreur

$ la formule d’intégration n’est qu’une approximation (erreur mathema-
tique),

$ le calcul des (x;) et des poids (w;) est inexact pour la plupart des
methodes d’intégration,

P le calcul de f(xz) sera probablement inexact, méme pour des fonc-
tions simples,

P |a formule d’'integration en elle-méme demande beaucoup de calculs,

les erreurs d’arrondi s’accumulent.

® FEtre rapide en grande précision.
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Méthode de Newton-Cotes

b

= a + ( ) (points eqw repartis),

°

Poids w; = f H]#Z Py dx rationnels, ne dependant pas de
lintervalle |a, b),
® l'erreur mathematique décroit lorsque le nombre de points croit, on la

borne par

Fan < ( > maXrq, p] ‘f(n)
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Méthode de Newton-Cotes

100 T | T T |

-100 -

-200 -

log(erreur)

-300 | —— Erreur de méthode

-400

-500 |

-600 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120
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Méthode de Newton-Cotes

100 T | T T |

-100 -

-200 -

log(erreur)

-300 | —— Erreur de méthode

— Erreur mesurée
-400

-500 |

-600 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120
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Calcul des poids de Newton-Cotes

ENTREE : n nombre de points de la méthode.

SORTIE : (Vg, U1, - - . U nl ) d) tels que w; = .
1: § «— ppem(2,3,...,n) O(n*logn)
2l —(z—1)(z—2)...(zx—(n—1))I O(n3log®n)

3: forz «— OQOton — 1do

s Liln—1) — [ I¥(z)da O(n3log? n)
50 L7 g ¢ x_x(;‘_l)l; O(n3log*n)
6 v —— (—1)n i (nzl)LZ(n — 1) O(n?log*n)

7: end for

& return (v, V1, ...,V n=1),d =0 - (n —1)!) O(n3log*n)
2
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Newton-Cotes rapide

Probleme : calculer

b
T — X
w; = ) dx
aﬁéz‘ B
nlz
= [~ j)da
n—l—z /

J71

Idée : les calculer simultanément.

ple) = xz(z—1)...(zr—(n—-1))
qi(r) = p(x)

n—1
i = / gi(z)dx
0
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Newton-Cotes rapide

onnote p(x) = 2" + ap_12™" 1 + -+ a1z

gi(x) = 2" "+ (i+ap-1)2"" + (i* + an—1i + ap_2)z"
_|_
+ (" ap_ 1"+ Fasi+ar).

Par integration :

-~ (n—1)" (n—1)""
li = "
- + (¢ + an—1) 1
. . —1 n—2
+ (4 +an—1z+an_2)(n ) + -
n — 2

+ ("4 an 1"+ Fazita)(n—1).
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Newton-Cotes rapide

AN

On a réussi & exprimer [; comme un polynéme en i : [; = r () avec

r(y) = (n—1y" "'+ [(n—1)an1 + (n - 1)2]y”—2

+ [(n—1)an—2+ (n _2 L) An—1 + (n —6 1)3]yn_3 + -

. 2 . n—1 _1n
G SN Gt KN (el ]
2 n—1 n

+ l(n=1a +

p(x)s(x) diva™

n —1)2 n—1)"
=12 \p (= D"
2 n

De plus 7(x) s'écrit ()

s(z) =(n—1)z" 1 +
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Newton-Cotes rapide

ENTREE : n nombre de points de la méthode.

SORTIE : (wq, W1, - - ., W,_1) les poids de la méthode.
1 p(r) —xz(x—1)...(x — (n—1)) > arbre des produits
2 s(x) «— (n— 1)z 1 + @m“ﬂ + - #
3. 7(x) «— quo(p(x)s(x), x™) > produit haut
a: return (r(0),r(1),...,7(n — 1)) > évaluation multi-points
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Newton-Cotes rapide — Arbre des produits

Exemple : n = 4.
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Newton-Cotes rapide — Arbre des produits

Complexité binaire : d degré du polynéme, ¢ borne sur la taille binaire de ses

coefficients, k étage de l'arbre.

M(d,c) = M(dc)
T(k+1) = 2T(k)+ M(2*(loggn + O(1)))
T(log,n) = M(n’logyn) + 2M(% logon) + ...+ nM(logyn)
= O(M(n*logn))
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Newton-Cotes rapide — Evaluation multi-points

27 9
r(X)=3X°— 7)(2 +15X — -

3X3 —2IX%2 +15X — 2 mod (X —0)(X — 1)(X —2)(X — 3)
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Newton-Cotes rapide — Evaluation multi-points

27 9
r(X)=3X°— 7)(2 +15X — -

3X3 —2IX%2 +15X — 2 mod (X —0)(X — 1)(X —2)(X — 3)

—

X — 2 mod (X —0)(X — 1)

9
2
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Newton-Cotes rapide — Evaluation multi-points

27 9
r(X) =3X°— 7)(2 +15X — -

3X3 —2IX%2 +15X — 2 mod (X —0)(X — 1)(X —2)(X — 3)

1
/ \
2X — 9 mod (X —0)(X —1) 2X — 22 mod (X —2)(X —
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Newton-Cotes rapide — Evaluation multi-points

27 9
r(X) =3X°— 7)(2 +15X — -

3X3 —2IX%2 +15X — 2 mod (X —0)(X — 1)(X —2)(X — 3)

4
2X — 9 mod (X —0)(X —1) 2X — 22 mod (X —2)(X —
—%modX—O %modX—l —%modX—Q
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Newton-Cotes rapide — Evaluation multi-points

27 9
r(X) =3X°— 7)(2 +15X — -

3X3 —2IX%2 +15X — 2 mod (X —0)(X — 1)(X —2)(X — 3)

4
2X — 9 mod (X —0)(X —1) 2X — 22 mod (X —2)(X —
—%modX—O %modX—l —%modX—Q %modX—
O(n*log®n)
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Newton-Cotes rapide — Ajustement

(_1)4—1—0 0 3
woyg — = —
0l(4—1-0) 4 8
(_1)4—1—1 0 0
wl p— —_ = —
N4—1-1)14 8
(_1)4—1—2 9 9
w2 — _= —
A4—1-2) 4 8
(—D* % 9 3
w3 — —_ = —
3(4—1-3)14 8
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Newton-Cotes rapide — Complexité

Opeération Colt

p(x) —x(x—1)...(x — (n — 1)) [arbre des produits] O(n?log® n)
s(x) «— (n—1z" ' + @x”” + -+ % mod f | O(n®log”n)
r(z) « quo(p(x)s(x),x™) mod f [produit court haut] O(n?log® n)
(r(0),7(1),...,7(n — 1)) mod f [évaluation multi-points] O(n?log® n)
(r(0),r(1),...,r7(n — 1)) € Q [reconstruction rationnelle] O(n?log® n)
Total O(n?log® n)
Naif O(n?log® n)
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Tallle des coefficients (NC)

0 H i
2| —— log(S(n)/n?)/loglog(n) —
) 1,5
= :
-6 | -
-8 F —]
-10 I I I I I I
0 100 200 300 400

500 600

700
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Méthode de Newton-Cotes

‘Analyse d'erreur|
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Analyse d’erreur

ENTREE : @ etg les arrondis au plus proche sur p bits des bornes a et b, f, n le nombre de points
de la méthode, {v; };c 0,1} et dtels que w; = =
SORTIE : f
: fort «— Oton — 1do
t—o@ (n—i—1))
U — o(b-4), 58— o(t + 0)
(n—i—1)a—+ib

1
2
3
4 & o(8/(n—1)) ;= ==
5
6
4
8:

zi < o(f(Zi)), Yi < o(zi - vi) y; = d-w;f(z;)
. end for
. S «— somme(J;,i=0...n—1) S=>"" d w; f(x;)
q<—d (n—l)
9: U<—O(S/q)
10: D<—o(b—a)
11: return o(DU) = T [=b=as~n 1wzf(:vz)

n—1 =
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Analyse d’erreur

Théoréme 1. Soit 65 = 6|v;| - m - ulp(Z;) + 2ulp ().

L’erreur |I — f\ est bornée par :
~ 25D
I+

| (ulp( ) + ulp@)) + = Fmax(3y,)

)

1
Btotale = 24 U-lp 5’

n—|—2

st n est impair,
+ <

SINMON.

@r—k
\_/\/

~] = 00| k=
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Analyse d’erreur

o (o(o((n— 1 — ) .a)+o(i-6))>

€Tr;, =
n—1
4 = o(ib)
t = o((n—1-1)a)
(0(i-b)—ib] < |o(i-b)—i-b|+|i-b—ibl
1 ~ ' ~
< Sulp(e(ib)) + sulp(b)
< Sulp(o(ib)) = Sulp(@
t—t < gulp(f)-
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Analyse d’erreur

7= o (O(t”))
n—1

§ = o(t+7)
. 1 . 3, ~
5—s] < gulp(s) + 5 (ulp(t) + ulp(w))
11
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Analyse d’erreur

= o)
r; — O
n—1

1 11
r; — x| < §ulp(:?i) + 1 — 1)ulp(§)
1 11
< 511110(@) + ?lﬂp(@)
< 6-ulp(z).
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1. Motivations et enjeux

2. Etat de I'art et contributions
(a) Problematique
(b) Etat de l'art
(c) Méthodes par interpolation
(d) Methode de Newton-Cotes
(e) Methode de Gauss-Legendre

(f) Résultats expérimentaux

3. Conclusion et perspectives
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Méthode de Gauss-Legendre

LOL1TXLQ2AL3LY XX L7 L

Newton-Cotes :
BEEEEEEE

a b

Lo L2 X3 T4 X5 Te I8

GaUSS'Legendre: || | | | | | | | ||

a T il??b
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Méthode de Gauss-Legendre

® Famille des schémas d’intégration de Gauss, avec divers poids :

$ Gauss-Tchebychev (premier ordre)

1=/ S f(@)da,

$ Gauss-Tchebychev (deuxiéme ordre)
1

1= [ Vi-af@ds,
—1

$ Gauss-Legendre (poids unitaire)

1=/ 11 f (z)de;

® ordre 2n — 1 pour n points d’évaluation.
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Méthode de Gauss-Legendre

Le produit scalaire

b
(f,q) = / F(2)g(x)da

définit une famille de polyndémes orthogonaux (p; )i >0
Vi € N,deg(p;) =1

.o 9 .. :
\V/(Zvj)EN 7<pi7pj>:1 S11 =]
rg < x1 < ...< Tp_1 lesn racines distinctes de p,, dans |a, b|.

Polyndémes de Legendre P, : définis pour |a, b] = |—1, 1] et normalisés

par P(1) = 1.
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Méthode de Gauss-Legendre

$ Les n points d’évaluations sont les racines (x;) de P, ;

2
(1—a3) P/2(xs) "

® Les poids w; sont donnés par w; =
Algorithme (haut niveau) :
1. Calculer P,,.
2. Calculer les racines (zz:z) de P, (isolation puis raffinement).
3. Calculer les poids (w;).

4. Appliquer la formule d’intégration :

b n—1
/ fla)de =S wif (z:)
a i=0

Séminaire ALGO — 11 décembre 2006 — p. 59



Algorithmes

Récurrence des polynébmes de Legendre :

Py(X) = 1
< PX) = X
(4 DPi(X) = (2n+ 1)XPy(X) — nPy_1(X)
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Algorithmes

Récurrence des polynébmes de Legendre :

’

Py(X) = 1
< PX) = X
(4 DPi(X) = (2n+ 1)XPy(X) — nPy_1(X)

et P, peut s’écrire

27 "Qn(X?%)  sinestpair
27X Q,(X?) sinon.
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Calcul de racines de polyndmes reels

Probleme : calculer les racines réelles (xz) d’un polyndme P (trouver un

flottant proche de x; avec tous les bits corrects, a un ulp pres).
Deux etapes :

® |solation : intervalles contenant exactement une racine de P,

$» Raffinement : calculer chague racine avec une précision aussi grande
que desirée :
$» Methode de la sécante,

P [tération de Newton.
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Isolation (Méthode d’Uspensky)

Exemple : prenons pour P le polyndme de Legendre P;7 de degré n = 17.

Pi7(X) = 27°Qu7(X)

Q17(X) = 583401555X8 — 2404321560X7 + 4071834900 X
—3650610600X° + 1859107250X* — 535422888 X3
+81477396 X2 — 5542680X + 109395.

| P(r) =0 ={+/y|Qy) =0; (U0}

Regle des signes de Descartes : critere simple basé sur 'alternance des

signes des coefficients du polynéme.
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solation — (017 sur |0, 1]
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solation — (017 sur |0, 1]
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Raffinement

| Zmins Tmax] connu, trouver un flottant 4 tel que |y — u| < ulp(y) sachant

U S [ajminaxmax]
Plu) = 0

P(z) =0Ax € [Zmin, Tmax] = T =1u

® Dichotomie entiere, tronquée 1 bit gagné par étape

14V ~ 1,618

» Méthode de la sécante ordre de convergence

® |[tération de Newton (scalaire, par intervalles) ordre de convergence 2
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Méthode de la sécante

Récurrence d’ordre 2 :

A $n+1f($TL) — wnf(fljnﬂLl)
" f(xn) — f(@ny1)

'

Tpio — U R 2F () (Tpa1 —u)(z, — u)

2

—logy |tni2 —u| ~ —logy|Tni1 — uf —logy |z —u[+C

» on converge en « Fibonacci » (dans le « domaine de convergence »);

$» on aimerait garder un intervalle d’isolation.
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Méthode de la sécante

70

60
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Méthode de la sécante

]},,,((3)) Lnp —U | Tpntl — U | Tpny2 — U
+ - + —~
+ + - —~
+ - - +
—~ - + +
_ n n _
—~ + - +
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Méthode de la sécante

Optimale en temps :

® On peut estimer la valeur de la constante C';
#® |solation des racines de f” et f” pour se ramener dans les conditions du
tableau des signes;

$» Une étape de dichotomie si on perd l'intervalle d’isolation.
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Temps de calcul (GL)

100 T T T T T

80

60 _
Legendre

40 | Isolation B
Raffinement

20 _

O | A AAA A A A M Anr—~— 1 A L |
0 50 100 150 200 250 300
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Analyse d’erreur

A

ENTREES : @, b — a, (W3), f, (03), n ot 03 = o 1L%4).

2

AN

SoRTIE: [
fori «— Oton — 1do

t o((b—a) U5 )

T; < o(t +a)

fi —o(f f(zi))

Ui O(fz w/\z)
end for
§<—8um(@;,i:()...n—1)
D «— o(b/—\a)/Q
return o(DS) = T

1:
2:
3:
4.
5!
6:
7
8:
9:
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Analyse d’erreur

Théoréme 2. Soit 65 = tulp(y;) + 6mw;ulp(z;), p > 2 la
précision de calcul, m une borne sur |f'| et M une borne sur
|| Pour n points d’intégration Uerreur |I — I| est bornée
par :

21 .~  Bn = (b — a)*(nh)?

Biotale = —ulp(l) + —D - 07,
total 1 ulp(I) + A max(dg, ) + (2n + 1)[(2n)1]3
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1. Motivations et enjeux

2. Etat de I'art et contributions
(a) Problématique
(b) Etat de l'art
(c) Méthodes par interpolation
(d) Methode de Newton-Cotes
(e) Methode de Gauss-Legendre

(f) Résultats expérimentaux

3. Conclusion et perspectives
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Résultats expérimentaux

°

°

>

CRQ : « Correctly Rounded Quadrature »

Bibliothéque de fonctions d'intégration en langage C,

Comprend Newton-Cotes, Gauss-Legendre, fonctions d’isolation et de
raffinement,

> 5000 lignes de code,

Plusieurs niveaux d’interface en fonction du besoin,

Logiciel libre.

http://komite.net/laurent/soft/crq/
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Résultats expérimentaux

20 I I I I | |
0 []  arrondi -
() math
X  totale
@® mesurée
20 F ]
o 40 | -
>
o
3
S
2 60 | -
-80 F ]
-100 -
-120 I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35
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Résultats expérimentaux

42
/ exp(—z?) log zdz =
17

2,56572850056105148291735639613047859001477095540203266250504462960653767
3604161880791363955753269531192182476023077273679855510960003686403593678
1217907068647919804628723310428020493750490122162013404615358361319373817
7820412122516350777255525035947116513676784199592200655526485894447669230
5152217629197427907047695328832536058393272714140908897784950204 746698754
74902063790677460904673502379529481309977120595033841904051711412e-127

4 0,5ulp
Maple 10 : 0, 2604007480 x 107126,
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Comparaison

I = —/0 max(sin(z), cos(z))dz = V2 — cos 1

Précision 31 61 151 302 603 1506
Temps 26ms 110ms 1s 11s 108s 3138s
CRQ
Erreur 1 2.6e-2 9.2e-1 3.6 4.2 3.5
Temps 6s 38s 371s 2618s — —
Maple
Erreur 2.1e-1 1.7e-1 1.7e-1 2.9e-1 — —
Temps 20ms 80ms 480ms 3s 22s 301s
PARI/GP
Erreur | 3.1e25 | 2.0e54 | 2.7e1l44 | 1.0e295 | 1.7e595 | 9.2e1496
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Conclusion

» On peut intégrer efficacement en grande précision :
$ calcul rapide des poids de Newton-Cotes (amélioration de la
complexité théorigue) ;
P isolation et raffinement rapide de racines de polyndmes (sécante,
Newton) ;
$» sans sacrifier la qualité des résultats :
$ raffinement avec borne d’erreur;
$ Dborne d’erreur explicite pour les méthodes de Newton-Cotes et de
Gauss-Legendre a tout ordre;

P etle logiciel est disponible (CRQ).
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Perspectives

® Accélérer le calcul des poids de Gauss-Legendre par raffinement

simultané.

Séminaire ALGO — 11 décembre 2006 — p. 79



Perspectives

® Accélérer le calcul des poids de Gauss-Legendre par raffinement
simultané.

® FEtendre les résultats au reste de la famille des méthodes de Gauss.
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Perspectives

® Accélérer le calcul des poids de Gauss-Legendre par raffinement
simultané.

® FEtendre les résultats au reste de la famille des méthodes de Gauss.

» Analyser la methode « double exponentielle ».
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Perspectives

® Accélérer le calcul des poids de Gauss-Legendre par raffinement

simultané.

°

Etendre les résultats au reste de la famille des méthodes de Gauss.

°

Analyser la méthode « double exponentielle ».

°

Résolution d’équations différentielles « avec erreur bornée ».
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Perspectives

°

Accélérer le calcul des poids de Gauss-Legendre par raffinement
simultané.

Etendre les résultats au reste de la famille des méthodes de Gauss.

9

» Analyser la methode « double exponentielle ».

$» Résolution d’équations différentielles « avec erreur bornée ».
9

Intégration numerique formellement prouvée (Coq).
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Effet de la composition

CACAO
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Effet de la composition

)
]
£

)

o

Q
o

(<))

S
o)

S

o

c

16000

14000

12000

10000

8000

6000

4000

2000

Nombre points (NC)

Nombre points (GL)

80 100 120 140 160 180 200

Séminaire ALGO — 11 décembre 2006 — p. 81



