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Etude des algorithmes gloutons :

» Calcul de P(a, N = +o0) pour |'algorithme random;
» Calcul de P(a, N > 1) pour la classe «P.U.» au voisinage
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Réduction du probleme



N variables, a/N clauses.

0<T <N : nombre de variables éliminées depuis le début de
la résolution.

Un état des aN clauses lors de |la résolution, aprées élimination
de T variables sur N :

? g OU h
d OU g OU j g OU h OU i

Il y a C; 1-clauses, (5 2-clauses, C53 3-clauses.



C; >0

(clauses uynitaires présentes) = Propagation Unitaire
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Avec cette distribution des instances,

Quand on a moyenné sur les entrées de |'algorithme, |a
distribution de formules a 1-, 2- et 3-clauses a un instant T
donné est uniforme, conditionnée a la donnée de

C(T) := (C5(T), Co(T), Cr(T)).

Franco



On peut écrire de facon exacte les taux de transition de la
«chaine de Markov» K(C + C',T). Exemple de random :
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Il y a concentration de la mesure pour C, et (.

Donc on calcule juste les moyennes (Co(T)) et (C3(T)) plutdt

que toutes les distribution.

Pour random :
(C3(T +1)) = (Cs(T))

(Co(T +1)) = {Ca(T))

Chao & Franco




Et pour tous les algorithmes avec Propagation Unitaire,

(C5(T'+ 1)) —(C5(T)) = f1({C3),(Cs), N —T)
(Co(T' +1)) —(C2(T)) = [f2((C3),(C2), N =T)

car

» On le vérifie lors d’'un pas de Propagation Unitaire
(Ci >0),

» C'est forcément vrai si C; =0,

» Donc c’est vrai pour la somme des deux contributions.

~ On peut calculer (Cy(T)) et (C3(T)).



Chao & Franco

Cy(T),C3(T) varient sur des temps T d’ordre 1, mais &

varient sur des temps 7' d'ordre N :
deo(t) et c3(t) fonctions réguliéres telles que
0y(T) = Ney(%) + O(WE)

Alors (pour random)

dC3 . 303
dt 1t
dCQ . 262 1 303
@ 1.t a1-¢

et c3(t) = a(0)(1 —t)3, ca(t) = 5a(0)t(1 —¢)? pour 0 <t < 1...

(V][9]



Chao & Franco

Cy(T),C3(T) varient sur des temps T d’ordre 1, mais &

varient sur des temps 7' d'ordre N :
deo(t) et c3(t) fonctions réguliéres telles que
0y(T) = Ney(%) + O(WE)

Alors (pour random)

dC3 . 303
dt 1t
dCQ . 202 1 303
@ 1.t a1-¢

et c3(t) = a(0)(1 —t)3, ca(t) = 5a(0)t(1 —¢)? pour 0 <t < 1...

(V][9]

...tant qu’il n'y a pas de contradiction entre deux clauses
unitaires.



Proba de ne pas remarquer de contradiction de T a T + 1 :

1 max(C71—1,0)
1 —
(- s-m)




Proba de ne pas remarquer de contradiction de T a T + 1 :

1 max(C1—1,0)
1 —
(o)

d'ou la proba de ne pas rencontrer de contradiction de 0 a

T = Nt : ,
o (- [ a5 )

finie quand N — 400 si C; est borné par O(1).

— il faut étudier la distribution de Cy(T).



Etude de la distribution de C,
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H ne dépend (explicitement) que de Cq, Cy et T.
Equation exacte. Contient toute I'information (sauf C,).
Expression valable uniquement pour la distribution
«random K-SAT»

mais pour tous les algorithmes qui appliquent la
Propagation Unitaire.



PN (Cy1,T) : proba que, au temps T, on n’ait pas remarqué de
contradiction et qu’il y ait C'; 1-clauses.



PN (Cy1,T) : proba que, au temps T, on n’ait pas remarqué de
contradiction et qu’il y ait C'; 1-clauses.

Hypothese : PN(Cl,T) = po(Cl,t) + %pl(C’l,t) + O(%)

...On reporte dans la matrice de transition de (...



PN (Cy1,T) : proba que, au temps T, on n’ait pas remarqué de
contradiction et qu’il y ait C'; 1-clauses.

Hypothese : PN(Cl,T) = po(Cl,t) + %pl(C’l,t) + O(%)
...On reporte dans la matrice de transition de (...

— pour C; grand, po(Ci,t) < e 1 ol

1—-1

C2

=1—¢e°

P

Tant que % <1, p>0 et C; est borné p.s. quand N — +oo.
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— Tant que a < Arandon = 5, C1(T) est borné p.s. et on connaft
sa distribution en fonction de c;3(t). (Si a > arangom, C1 N'est
plus toujours borné.)



— Tant que a < Arandon = 5, C1(T) est borné p.s. et on connaft
sa distribution en fonction de c;3(t). (Si a > arangom, C1 N'est
plus toujours borné.)

Piyce = €xp (— /0 1 dt <max2(((fl—_t)1, 0)>)

d'oll pour random, @ < § et N = +o00 :

In(Psyee) = 31’2 — 2\/;7_1 arctan ( 11_1> :
3a Yo"

On peut faire le calcul pour d'autres algorithmes.
Universalité ?



Le régime critique



Fonction génératrice de C

+o0
N(T,z):= Y z%Py(C1,T)
C1=0

Matrice H(C7 < C;) devient :

1 1

pn(T+1,2) = (1 + ;:;)CQ(T) X (ZpN(T, A)+ (1= pn(T, 0))

avec A := m +(1 - 5=5)z.

Exact, contient toute l'information sauf (5 ; valable pour
cette distribution des instances seulement mais pour tous les
algorithmes avec Propagation Unitaire.
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Zoom in autour du point de tangence % =1. Dans le cas de

random .

> a=5(1+eN?)
> t=2(1+tN™T)

» Cy(T) =4T(1 — £)2+ O(VN)

6, = a déterminer pour capturer le 1ler ordre non nul.



Hypothéses sur la distribution de C;(T) (on ne sait pas tout
démontrer Q) ) :

> Pyn(C1,T) =e N olto) avec /' normalisée (/' =
distribution de (' conditionnée a |'absence de
contradiction remarquée).



Hypothéses sur la distribution de C;(T) (on ne sait pas tout
démontrer Q) ) :
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distribution de (¢ conditionnée a |'absence de
contradiction remarquée).

» La valeur typique de (C; se comporte comme N7,
0<y<1: avec fonction réguliere.
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Hypothéses sur la distribution de C;(T) (on ne sait pas tout
démontrer Q) ) :

> Pyn(C1,T) =e N olto) avec /' normalisée (/' =
distribution de (¢ conditionnée a |'absence de
contradiction remarquée).

» La valeur typique de (C; se comporte comme N7,
0<y<1: avec fonction réguliere.

» Grande déviation :

On s’intéresse aux valeurs de C7 typiques, donc en N7, donc
dans la fonction génératrice il faut prendre z =1— 32 (zoom

in) :

DN (T'7 gj) — e_NAQb(tO)



On remplace ces notations et hypothéses dans

1 1

pn(T +1,7) = (1 + ;:;)CQ(T) x (ZpN(T, A)+ (1= )pn(T, 0))

0 et 7 sont libres. Si on demande que les termes non nuls au
premier ordre soient tous du méme ordre :

Et

2

=01, 6(t0) (a0, t) = By (s )+ (o0, t0) (5 + (8 = e} ) = o)z

En 20 =0 ~ 8t0q5(t0) = —0130 (O,to) = E(to).



Donc :

:(32 —
8:,;0 (xo,to) + (xo,to) (70 + (t% — 60)5130 + C(to)) - (to)(L‘o =0
avec ¢(tg) moyenne de c.

Remarque : w(xg,ty), fonction génératrice, est aussi la
transformée de Laplace de f(c = %,to).
f réguliere = pour xg — 400,

1
7T(£130,t0) :OXZL‘O—I—O—I—O(%>



Donc :

:(32 —
8:,;0 (xo,to) + (xo,to) (70 + (t% — 60)5130 + C(to)) - (to)(L‘o =0
avec ¢(tg) moyenne de c.

Remarque : w(xg,ty), fonction génératrice, est aussi la
transformée de Laplace de f(c = %,to).
f réguliere = pour xg — 400,

1
7T(£130,t0) :OXZL‘O—I—O—I—O(%>

d’'ou les conditions aux limites pour f :

f(07 tO)
2

fo(to) =

8cf(c — Oato) + (t(2) o GO)f(C — 07t0> =0



2

8360 (5[30,150) + (xo,t()) (% + (t% — 60)560 + E(to)) — (to)ibo = 0

— (transformée de Laplace inverse)

30 + (5 —e0) gt +(c—2)f =0




2

8360 (5[30,150) + (xo,t()) (% + (t% — 60)560 + E(to)) — (to)ibo = 0

— (transformée de Laplace inverse)

30 + (5 —e0) gt +(c—2)f =0

On résout pour

fle,to) oc e B0 AI[ /20 + 2(2 — €)]

Ai'(2)

ou z(z) est la fonction inverse de z(z) = v 2A10)




Rappel : Py(C;,T) = ¢ N ¢(to) avec /' normalisée (F =
distribution de C; conditionnée a I'absence de contradiction

remarquée).
Donc In Pyyee = —N2@(tg = +00) et ¢(tg = —o0) = 0.
Ot @ (to) = ¢(to) ~

—In Psucc((1 + 6O)arandoma N) — N)\(I)(GON0>

avec

+o00 x
P(eg) =1 [~ \/S)W (2% — 22/3 2(z)]




Le calcul ne dépend de I'algorithme qu’a travers C,. En fait,
si on fait le zoom autour du point de tangence ¢, (qui
n'intervient pas directement) :

C2
1 —t

=14+ b(t—ta)” pour t = ta

les calculs sont les mémes, sauf que b a une valeur différente.
On trouve

®a (o) =1y D(ry €0)

ou les r, sont fonctions de b.



Le calcul ne dépend de I'algorithme qu’a travers C,. En fait,
si on fait le zoom autour du point de tangence ¢, (qui
n'intervient pas directement) :

C2
1—1t

=14+ b(t—ta)” pour t = ta

les calculs sont les mémes, sauf que b a une valeur différente.
On trouve

®a (o) =1y D(ry €0)

ou les r, sont fonctions de b.

Cas non générique (possible si K > 3-SAT) :

C2

1_+ + b( A)




Le calcul dépend de la distribution des instances : la fonction
® peut changer. Mais les exposants sont les mémes a cause
de la robustesse de la distribution des tailles des composantes
connexes d'un graphe aléatoire (cf. premiére partie).



