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Systemes Dynamigues
(SD)

e Un intervalle |
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Systemes Dynamigues
(SD)

e un intervalle |
e une partition P = (lg)ac 4 de |

ex: P = (la,lp)
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Systemes Dynamigues
(SD)

e un intervalle |
\ e une partition P = (lg)ac 4 de |
ex: P = (la,lp)

\ e une fonction T (ou shift)
| \ surjective par morceaux
- st. monotone par morceaux
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Systemes Dynamigues

e un intervalle |
e une partition P = (lg)ac 4 de |

ex: P = (la,lp)

\ e une fonction T (ou shift)
" | : \ surjective par morceaux
| “- st. monotone par morceaux
I, —a | b — Db L

e un codage de la partition
ex: lg — a, l, — b
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M(x) =abaa...
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Ex: SD des Fractions
Continues

e intervalle: | = [0, 1]
i %
|| A e partition: |; = [i l]
W ZANE P T T
/Lf’f(_ J:, A
,Jfﬁ | o shift: Tec(x) = {3}

e codage: | — ]
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Ex: SD des Fractions
Continues

e intervalle: | = [0, 1]
/O B V-
i %
i X e partition: |; = [i l]
AW ERYE. o j+10 ]
/iff_ ] } 1
/Jf’f# o shift: Tec(X) = {5}
' e codage: |j — j
M(x)=11221 X= 1
oA 111
2+ 1
2+m

Algorithmes polynomiaux pour le calcul numérique prouvé de constantes — p.5/20



Exemple 1 d’utilisation

e Systeme Dynamique= source
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Exemple 1 d’utilisation

e Systeme Dynamique= source

mots: aabab, abaab, aaabb, baaba, babba,

babbb
" . " . e parametres de la source?
/ \ / entropie, proba. de 2-coincidence,...
i a baab a
| /\ /N e action sur les structures?
bab abb aaba b :
hauteur moyenne des tries,
/"\ longueur moyenne de cheminement,.
a b
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Exemple 2 d’utilisation:
algorithmes euclidiens

e Algorithme d’Euclide classique

Départ: (ag,a1) avecapg>a; >0
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Exemple 2 d’utilisation:
algorithmes euclidiens

e Algorithme d’Euclide classique

Départ: (ag,a1) avecapg>a; >0

dp=4aj g1 +a
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Exemple 2 d’utilisation:
algorithmes euclidiens

e Algorithme d’Euclide classique

Départ: (ag,a1) avecapg>a; >0

dp=4aj g1 +a

a; =adz (2+as

Retourner dp
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Exemple 2 d’utilisation:
algorithmes euclidiens

e Algorithme d’Euclide classique

Départ: (ag,a1) avecapg>a; >0

a a;
ap =ai g1 +ay —  Tre(g) =3

a; =adz (2+as

Retourner dp
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Exemple 2 d’utilisation:
algorithmes euclidiens

e Algorithme d’Euclide classique

Départ: (ag,a1) avecapg>a; >0

ap=ai (1 +ay — Trc(

a1 = az Oo +as —  Tec(

Retourner dp
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Exemple 2 d’utilisation:
algorithmes euclidiens

e Algorithme d’Euclide classique

Départ: (ag,a1) avecapg>a; >0

dp=ai (g +ap — TFC(%):%
ap=azx(gz2+as — TFc(Z—f) _ 2_2

Retourner dp
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Exemple 2 d’utilisation:
algorithmes euclidiens

e Algorithme d’Euclide classique

Départ: (ag,a1) avecapg>a; >0

dp=ai (g +ap — TFC(%):%
ap=azx(gz2+as — TFC(Z_f) _ 2_2

Retourner dp

— se géneralise a tous les algorithmes euclidiens

Algorithmes polynomiaux pour le calcul numérique prouvé de constantes — p.7/20



operateurs de transfert

e notation: hyy =T, 71

/1. Im
I
/|
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operateurs de transfert

-1

[Im

e notation: hpy, =T

densité initiale fg
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operateurs de transfert

e notation: hy, = T‘;nl
/1
f / T / I\ transformateur de densité
? —‘; ! "n
b f1 = G[fo] = Ymea [hm| foohm
/ \
\
r u\*
i %
f \\,\
\ \

densité initiale fg
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operateurs de transfert

e notation: hy, = T 1

| Im
/ T ' transformateur de densité

f? f1 = G[fo] = Smea Ml foohm

\ perturbation

\ A ¥ operateurs de transfert
' ' =) Gelf] = Fmealnpl® Fohn

densité initiale fg
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operateurs de transfert

e notation: hy, = T‘;nl
f / T transformateur de densité
17 .

f1 = G[fo] = Tmea Ml foohm

l perturbation

\ % opérateurs de transfert
' AN Gs[f] = D meA ’hl/”n’S fohm

l genéralisation

densité initiale fg
opérateurs contraints
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exemples operateurs de
transfert

B Branches inverses: 1
hm(x):m+x’ m >0, x € [0,1].
B Opérateur de transfert 1 1
{0 = 3 s )
B Opérateur de transfert contraint 1 1
GlflX) = 3 mm fry)

m pair
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Utilisation des
opérateurs de transfert

Exemple pour les algorithmes euclidiens:

B Série de Dirichlet de co(t:

C(u,v X
o= y oy
(uv)eQ v 1
B PourC(u,v) =1
1 _
Fo(s)= 3 5= (1-Gs2) H[1](0)
(uv)eQ
singularité simple en s = 2 = xp = O(n(logn)?) (en fait = n—1)

B Pour C(u,Vv) = co(t en bits sur I'entrée (u,V)
Fe(s) = (1=Ggj2) Ho...0 (1= Ggj2) To...0(I=Gg2) {1](0)

Slngl'”a”té t”ple en S — 2 jAﬁﬂitkﬁst]m&!Q)grmgﬁ:) numérique prouvé de constantes — p.10/20



Analyse Dynamigque

analyse Dynamique+constantes
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Spectre des opérateurs
de transfert

e spectre des opérateurs de transfert (sur un espace
fonctionnel convenable):

saut spectral

valeur propre subdominante

unique valeur propre
dominante

reste du spectre
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Objectif

Proposer une méthode générale pour calculer A(S).
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Objectif

Proposer une méthode générale pour calculer A(S).

Application au calcul de trois types de constantes:

A(a)
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Objectif

Proposer une méthode générale pour calculer A(S).
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Objectif

Proposer une méthode générale pour calculer A(S).

Application au calcul de trois types de constantes:

A(a)
N(a), N'(a)

atelqueA(a) =1
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constantes de type A(a)

e \(2)= probabilité de 2-coincidence
— liée a la probabilité que deux mots commencent par le
méme prefixe
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constantes de type A(a)

e \(2)= probabilité de 2-coincidence
— liée a la probabilité que deux mots commencent par le
méme prefixe

exemple: structure de trie — code les dictionnaires

mots: aabab, abaab, aaabb, baaba, babba,
i babbb

a//\
N L
ANVA

bab abb aaba b

b

b

/\

a b

Algorithmes polynomiaux pour le calcul numérique prouvé de constantes — p.14/20



constantes de type A(a)

e \(2)= probabilité de 2-coincidence
— liée a la probabilité que deux mots commencent par le
méme prefixe

structure de trie: code les dictionnaires

mots: aabab, abaab, aaabb, baaba, babba, °® hauteur moyenneff::
| babbb

i 2logn/|logA(2)]
a/ \baab a/
AAN

/\

a b
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constantes de type A(a)

e \(2)= probabilité de 2-coincidence
— liée a la probabilité que deux mots commencent par le
méme prefixe

structure de trie: code les dictionnaires

mots: aabab, abaab, aaabb, baaba, babba, °® hauteur moyenneff::

babbb
P e 2logn/|logA(2)
,/ \ba,b a/ e Algorithme de Gauss (LLL)
hah/ lh aaha/ \b e A\(r) — comparaison de deux
: nombres
/\
a b
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constantes de type
N(a),\(a)

e —)\'(1)= entropie de la source (du SD)
— mesure l'incertitude de la source
“la source qui produit a ou b uniformement est

plus incertaine que la source qui produit a avec proba 1/4
et b avec proba 3/4”
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constantes de type
N(a),\(a)

e —)\'(1)= entropie de la source (du SD)
— mesure l'incertitude de la source
“la source qui produit a ou b uniformement est
plus incertaine que la source qui produit a avec proba 1/4
et b avec proba 3/4”

mots: aabab, abaab, aaabb, baaba, babba,
babbb

e iInfluence sur les tries:
a b
e longueur moyenne de
a/ \baab /a< cheminement~
hnb/ ):h aaba b\ _(n |Og n)/)\/(l)
b
/\
a b
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constantes de type
N(a),\(a)

Algorithme d’Euclide classique:

B e nombre d’étapes est asymptotiquement gaussien

B Sur des entrées (U,V) tellesque 0 <u <v <N, ona

M Esperance:

1

E[XN] ~ —}\/(1)

log(N)

M Variance;

)\//(1) _)\/(1)2

Var[Xn| ~ cylog(N) = —2 N (1)3

avec CH la constante de Hensley.
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constantes de type atqg
ANa) =1

e dimension de Hausdorff d’'ensemble de Cantor
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constantes de type atqg
ANa) =1

e dimension de Hausdorff d’'ensemble de Cantor

ex: ensemble triadique de Cantor

L ]
r 1
0 1
I - % ]
0 13 2 1
| | ! T ' ; d . |
F 0 19 28 13 23 79 a8 1
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constantes de type atqg
ANa) =1

e dimension de Hausdorff d’ensemble de Cantor
ex: ensemble triadique de Cantor

0 . lintervalle de longueur 1
0 " 20 i 2intervalles de longueur 1/3
o 18 28 19 2s 0 ss 1+ 4intervalles de longueur 1/9

2" intervalles de longueur (1/3)"
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constantes de type atqg
ANa) =1

e dimension de Hausdorff d’ensemble de Cantor
ex: ensemble triadique de Cantor

0 . lintervalle de longueur 1
0 " 20 i 2intervalles de longueur 1/3
o 18 28 19 2s 0 ss 1+ 4intervalles de longueur 1/9

2" intervalles de longueur (1/3)"

e compact, non denombrable mais
mesure= lim2" x (%)” =0
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constantes de type atqg
ANa) =1

e dimension de Hausdorff d’ensemble de Cantor
ex: ensemble triadique de Cantor

0 . lintervalle de longueur 1
0 " 20 i 2intervalles de longueur 1/3
o 18 28 19 2s 0 ss 1+ 4intervalles de longueur 1/9

2" intervalles de longueur (1/3)"

e compact, non denombrable mais
mesure= lim2" x (%)” =0

Comment mesurer cet ensemble?
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constantes de type atqg
ANa) =1

e dimension de Hausdorff d’'ensemble de Cantor

Comment mesurer cet ensemble?
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constantes de type atqg
ANa) =1

e dimension de Hausdorff d'ensemble de Cantor
Comment mesurer cet ensemble?

mesure=lim2" x (3)"
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constantes de type atqg
ANa) =1

e dimension de Hausdorff d’'ensemble de Cantor

Comment mesurer cet ensemble?

mesure= lim2" x ()"
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constantes de type atqg
ANa) =1

e dimension de Hausdorff d’'ensemble de Cantor

Comment mesurer cet ensemble?

mesure= lim2" x ()"
mesure
(0,0)
1
-T log2 J
log3
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constantes de type atqg
ANa) =1

e dimension de Hausdorff d’'ensemble de Cantor

Comment mesurer cet ensemble?

mesure= lim2" x ()"

mesure

oo | . mesure=1

dimension de Hausdorff:%

;1

-1 log2 J
log3
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lien avec les SD

13 213
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lien avec les SD

113 213 1
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lien avec les SD

e opérateur de transfert
Gslf] = 5T(5)+ (5 + 5T (%)

1 213 1
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lien avec les SD

e opérateur de transfert
Gslf] = 5T(5)+ (5 + 5T (%)

|

e Opérateur de transfert contraint
Gs[f] = (3)+ +31(3°)

1 213 1
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lien avec les SD

e opérateur de transfert
Gslf] = 5T(5)+ (5 + 5T (%)

|

e Opérateur de transfert contraint

Gs[f] = 51(3)+ +5f(*5°)
: o , unique valeur propre dominante A(S)
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lien avec les SD

|

Gs[f] = #(3)+

|

113

213 1

|

dim. de Hausdorff= s tel que A(s) =1
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e opérateur de transfert
Gslf] = 5T(5)+ (5 + 5T (%)

e Opérateur de transfert contraint
1l ¢/ x=2
+5 f(5°)

unique valeur propre dominante A(S)



lien avec les SD

e opérateur de transfert
Gslf] = 5T(5)+ (5 + 5T (%)

|

e Opérateur de transfert contraint
Gs[f] = (3)+ +31(3°)

unique valeur propre dominante A(S)

|

dim. de Hausdorff= s tel que A(s) =1

113 213 1

e Genéralisable a tout SD ayant au moins 3 branches
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Objectif

Proposer une méthode générale pour calculer A(S).

Application au calcul de trois types de constantes:

A(a)
N(a), N'(a)

atelqueA(a) =1
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ODbjectifs

Objectif: proposer une methode pour le calcul (numérique) prouve des
trois types de constantes.
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ODbjectifs

Objectif: proposer une methode pour le calcul (numérique) prouvée des
trois types de constantes.

Pour tous les SD?
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ODbjectifs

Objectif: proposer une methode pour le calcul (numérique) prouvée des
trois types de constantes.

Pour tous les SD? NON
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ODbjectifs

Objectif: proposer une methode pour le calcul (numérique) prouvée des
trois types de constantes.

Pour tous les SD? NON

Propriété de contraction
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Propriétes de
contraction

e pas de point fixe indifferent

N

—————————

avec sans



Propriétes de
e

contraction
W

e pas de point fixe indifferent
avec sans

conséquence: ralentissement des algorithmes



Propriétes de
contraction

e Condition suffisante: contraction

hi(Dg) C Dy
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Propriétes de
contraction

e Condition suffisante: contraction

hi(Dg) C Dy

e condition de contraction forte

Dg hl(D_g) C Dp
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DFV méthode

e DFV= Daudet, Flajolet et Vallée
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DFV méthode

e DFV= Daudet, Flajolet et Vallée
e méthode utilisée mais non prouveée

Algorithmes polynomiaux pour le calcul numérique prouvé de constantes — p.24/20



DFV méthode

e DFV= Daudet, Flajolet et Vallée
e méthode utilisée mais non prouveée

e Sur un espace convenable, Gg est une matrice infinie
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DFV méthode

e DFV= Daudet, Flajolet et Vallée
e méthode utilisée mais non prouveée

e Sur un espace convenable, Gg est une matrice infinie
e calcul de valeurs propres facile ssi on a des matrices finies
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DFV méthode

e DFV= Daudet, Flajolet et Vallée
e méthode utilisée mais non prouveée

e Sur un espace convenable, Gg est une matrice infinie

e calcul de valeurs propres facile ssi on a des matrices finies

G, = Moo(s) difficile ")‘(f) Aa), N (a),

X (a), ...
convergencs
exponentielle

Y
Mn(s) ; )\n(S)

facile
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DFV méthode: théorie

B Gs: Ao(Dp) — Aw(Dg) C An(Dg) avec
A(D) = {fonctions holomorphes sur D et continues sur le bord}
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DFV méthode: théorie

B Gs: Ao(Dp) — Aw(Dg) C An(Dg) avec
A(D) = {fonctions holomorphes sur D et continues sur le bord}

B toute fonction de 4., (D) s’écrit
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DFV méthode: théorie
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DFV méthode: théorie

B Gs: Ao(Dp) — Aw(Dg) C An(Dg) avec
A(D) = {fonctions holomorphes sur D et continues sur le bord}

B toute fonction de 4., (D) s’écrit

B My =ThoGsoTH,
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Analyse fonctionnelle

B cercle C comme dans le dessin
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Analyse fonctionnelle

B cercle C comme dans le dessin

B on pose

ac = sup||(Me —z1d) 7|

zcC
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Analyse fonctionnelle

B cercle C comme dans le dessin

B on pose

ac = sup||(Me —z1d) 7|

zcC

M s

||%—Mn||smm{ t 1 }

’ 2 gr2g3
20c 2rcag 8reog
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Analyse fonctionnelle

Alors M, admet une unique valeur propre Ap(S) dans C et

An(S) =A(s)| < 2rac|| HMn — M|
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Premier résultat

B Premier résultat;

| My — Moo|| < K (%)
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Premier résultat

B Premier résultat;

R n
My — Moo || < K <—p)
Rg

B conséquence: la précision obtenue sur A(S) est linéaire en la
taille de la matrice
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Premier résultat

B Premier résultat;

R n
19— 2| SK(—")
Rg

B conséquence: la précision obtenue sur A(S) est linéaire en la

taille de la matrice

W corollaire: Siles M, sont calculables en temps polynomial, A(S)

est calculable en temps polynomial.
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vers des resultats
numeriques

Problemes:

B déterminer un cercle C
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vers des resultats
numeriques

Problemes:
B déterminer un cercle C

M calculer ac
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vers des résultats

Problemes:

B déterminer un cercle C

M calculer ac

Le probleme reste ouvert dans le cadre géenéral des systemes dy-

namiques a forte contraction
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vers des resultats
numeriques

Problemes:

B déterminer un cercle C

M calculer ac

. Le probleme reste ouvert dans le cadre généeral des systemes dy-
namiques a forte contraction — cas de la source des fractions con-

tinues
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Cercle C

Cercle C:
B estimation simple de A(S)

B minoration du saut spectral
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Cercle C

Cercle C;:

W estimation simple de A(S):
Siu< GS[ | <v,alors H <A(s) <

B minoration du saut spectral
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Cercle C

Cercle C;:

B estimation simple de A(S)
Sipu< GS[ <y, alors 4 < A(s) <

B minoration du saut spectral

O TrGg = DA vp de Gs)\2
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Cercle C

Cercle C:
B estimation simple de A(S)
Sipu< GS[ <y, alors 4 < A(s) <

B minoration du saut spectral
2 2
O Ter = DA vp de Gs)\
B\ < TrG2 —A(s)?
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Cercle C

Cercle C;:

B estimation simple de A(S)
Sipu< GS[ <y, alors 4 < A(s) <

B minoration du saut spectral
2 _ 2
: B TrGS= ) vpdecA
B\ <TrGZ —A(s)?

N TrGg est calculable en temps polynomial
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Constante O¢

~1
I
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Constante O¢

ac = sup||(Gs—2) 1|

zeC
Pb: en général difficile a calculer sauf si I'opérateur satisfait une propriété de normalite.

1 1
digt(C,spectre)  rc

l(Gs—2)7H =
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Constante O¢

ac = sup||(Gs—2) 1|

zeC
Pb: en général difficile a calculer sauf si I'opérateur satisfait une propriété de normalité.

1 1
digt(C,spectre)  rc

l(Gs—2)7H =

| Pb: G n'est pas normal sur A (Dp)
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Constante O¢

ac = sup||(Gs—2) 1|

zeC
Pb: en général difficile a calculer sauf si I'opérateur satisfait une propriété de normalité.

1 1
digt(C,spectre)  rc

l(Gs—2)7H =

Pb: G n’est pas normal sur 4w (Dp)

Gs est normal sur un autre espace H
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Constante O¢

ac = sup||(Gs—2) 1|

zeC
Pb: en général difficile a calculer sauf si I'opérateur satisfait une propriété de normalité.

1 1

-l _1
[(Gs=2)7 dist(C,spectre)  rc

Pb: G n’est pas normal sur 4w (Dp)

Gs est normal sur un autre espace H
+

relations: H C A (Dy) et Gs[Aw(Dg)] C H
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Constante O¢

ac = sup||(Gs—2) 1|

zeC
Pb: en général difficile a calculer sauf si I'opérateur satisfait une propriété de normalité.

1 1
digt(C,spectre)  rc

l(Gs—2)7H =

Pb: G n’est pas normal sur 4w (Dp)

Gs est normal sur un autre espace H
+
relations: H C A (Dy) et Gs[Aw(Dg)] C H
H

borne sur ||(Gs—21) 72|
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Reésultat 2

Dans le cadre des Fractions Continues, A(S) est calculable numérique-

ment en temps polynomial
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Constantes de type

e probabilité de 2-coincidence

A(2) = 0.51

“1\ AG)
1
|
| ||}
1R :
RV 0.
| \
\ | \ X 0.2 S
] 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 - sy
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Constantes de type
atgA(a) =1

mACN~
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Constantes de type
atgA(a) =1

mACN~

mE)={Xe
0,1] | développement en fraction continue contraint a A}
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Constantes de type
atgA(a) =1

mACN~

mE)={Xe
0,1] | développement en fraction continue contraint a A}

B Opérateurs de transfert concernés:

1 1
iEZ(ier)ZSf(ier)

Gs[ f](x) =
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calcul numeérique
prouve

m Valeurs pour A={1,2}

digits | temps | dimension de Hausdorff
5 2mn | 0.53128
10 smn | 0.5312805062
15 | 25mn | 0.53128050627 /205
20 1h | 0.53128050627720514162
40 | 14h11 | 0.53128050627720514162. ..
45 | 23h10 | 0.53128050627720514162. ..
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Calcul de A'(a), A"(a)

B Formule de Taylor+inegalité triangulaire

. . 2
)\,,(1) B )\n(l—l— h) —|—)\n(g- h) 2)\n(1) < h_ sup ‘)\(4)‘
h 1211 haen

+h_12 [ An(L4+h) = AL+ )|+ An(L—h) = AL —h)| + An(1) = A(D)] ]
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Calcul de A'(a), A"(a)

B Formule de Taylor+inegalité triangulaire

. . 2
)\,,(1) B )\n<1-|- h) —|—)\n(g- h) 2)\n(1) < h_ sup ‘)\(4)‘
h 1211 p 14|

+h_12 [[An(L+h) = A(L+h) [+ [An(1—h) = A(1 = h)[+[An(1) = A(D)]]

B Etape 1. majorer sup (possible des que Q¢ est connu)

B Etape 2: determiner h tel que bleu soit < preC;SiO”

m Etape 3: déterminer n tel que rouge soit < E=5=
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applications
numeriques

e entropie

g \ ~N(1) = 0.6766

I
“ I-l e entropie= —%
| |

II /! 2/ 2
(AR e constante de Hensley = —22 (%\), (1);3(1)

". cH = 0.516062408899991 . ..
I' |

! Premiére valeur numérique PROUVEE
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Conclusion

B 2 types d’algorithmes basés sur la méme methode:
B des algorithmes theorique: on ne connait pas Q¢

B des algorithmes numérigue: tout est connu (cas des
i Fractions Continues)

B premiere valeur numérique prouveée pour la constante de
Hensley

B un nouvel algorithme polynomial pour les dimensions de
Hausdorff

B géneéralisable a d’autres problemes (FC a contraintes
périodiques, analyse en distribution d’algorithmes
Euclidiens, ... )
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m Traitement des erreurs de calcul
m pour le calcul de la matrice
m pour le calcul de la valeur propre

m généraliser a d’autres SD

m Résoudre le probleme des constantes Q¢
(difficile)
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