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Plan de I'exposé

torisation de systemes différentiels linéaires en caractéristia

néralisation : factorisation de systemes d'équations aux dériv
lles (D-finis) en caractéristique p.

n algorithme modulaire pour le calcul de solutions expone

) «



sation en caractéristique p

I
Factorisation de systemes différentiels linéaires
en caractéristique p.



sation en caractéristique p

Plan de la partie I

et motivation.

temes différentiels a coefficients dans Fp(z).
torisation en caractéristique p.

Les deux princCipaux objets.

Décomposition maximale.
LLe cas indécomposable.



et motivation Objectif et vocabul:

ctif :
donné Y/ = AY =: [A] avec A € Mu(Fp(x)), trouver (si pe
un systéme équivalent [B] avec B triangulaire ou diagon
locCs.

xmes équivalents :
B] si 3 P tel que B= P~ 1(AP — P =: P[A].

mes réductible/décomposable :
st réductible (resp. décomposable) si 3 [B] ~ [A] avec

[ %1 gg ) (resp. B = ( Bol 52 ) = diag(B1, B2)).



et motivation Motivat

Factorisation en caractéristique zéro

‘ithme de Beke : Beke 1894, Tsarev ‘94, Bronstein 94,
le puis globale : van Hoeij ‘97, Pflugel '98,
ode de l'eigenring : Singer ‘96, Barkatou-Pflugel '98-'00

risation lorsque A € M,,(F,(z)) = premier pas d'une approc
laire comme dans le cas polynomial.



emes différentiels en caractéristique p

Corps de b

_ | o .
Fp(x) muni de la dérivation ' := =&

= AY avec A € M, (K).
, des constantes C = [Fp(aP).

PP} cat ~» différent de la caractéristique zéro,

d

ateur différentiel A4 1= 2= — A agissant sur K".

rvation importante :
st un opérateur C-linéaire de C™P dans C"P.



emes différentiels en caractéristique p Etat de I

Etat de I'art

rie algebrique des équations différentielles en caractéristio
Atz '70, Honda 81, Chudnovsky ‘85, van der Put '95.
. central = p-courbure.

risation d'opérateurs différentiels : van der Put 95, '97.
sée sur la forme de Jordan de la p-courbure.

risation de polynomes de Ore : Giesbrecht-Zhang '03.
sée sur des éléments particuliers de |'eigenring.



emes différentiels en caractéristique p Contributior

Contributions

mes manipulés directement,
1atives rationnelles a I'algorithme de van der Put,

mentation (en Maple), disponible a :
://www.unilim.fr/pages perso/thomas.cluzeau/

yaraisons de stratégies et analyse de complexité.



torisation en caractéristique p Eigenr

Objet 1 : Eigenring

E(A) :={P € Mn(K)|P' = AP — PA}.

| <+ calculer les solutions rationnelles
mplexité en O(n® max(a,p)?p) ot deg(A) < a.

ions rationnelles de [A] «» systeme lin€éaire de dimension nj
mplexité en O(n3max(a,p)?p) ot deg(A) < a.

Jénéral : un élément non trivial de £(A) ~» factorisation.
(A) et P~1TP = diag(Ty,T») = P[A] = diag([All]], [al2]]).



torisation en caractéristique p p-courb

Objet 2 : p-courbure

irbure := |'opérateur K-linéaire A = (&£ — A)P sur K™
|1 (Katz) :
Ag=1Tet Vi>0,A,41 = A, — AA,.
mplexité en O(n“alog(a)p?) (si produit de matrices en O(n¥

e de Jordan de Ap ~ toutes les factorisations de [A]
der Put).

C(A) ~ élément particulier de £(A).

précis 1 Com(Ay) = K ®¢ E(A).
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torisation en caractéristique p Décomposition maxin

Décomposition isotypique

t d'irréductibilité :
x(Ap) irréductible & [A] irréductible.

Ap) = F{"' ... F™ = 3P tel que P[A] = diag([All]], ... [Al"]

Cas x(Ap) = F™

d'indécomposabilité :

[A] indécomposable < xmin(Ap) = x(A4p).
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torisation en caractéristique p Décomposition maxin

ithme de van der Put :
iller dans K [X]/F et réduire le probleme a xmin(A4p) = X™

1atives rationnelles :

pe 1 : [A] ~ diag([AlL]],... [Al"]]) = 3T € £(A) “de spec
ximal”, i.e., x(T) = Fy ... Fy.
heuristique : prendre un élément au hasard dans £(A).

pe 2 : [A] indécomposable & £(A) ne contient pas d’

mpotents autres que I et O.
algorithme récursif ; voir Giesbrecht-Zhang '03.
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risation en caractéristique p Cas indécomposa

Le cas indécomposable

de réductibilité :

Xmin(Ap) = x(Ap) = F™ avec m > 1 = [A] réductible.
Comment calculer la factorisation maximale?

i=1,...,m, v' = F'(A)) et B; := ker(v"),

drapeau de K™ et dans une base adaptée, la matrice de v, |I.
P, est triangulaire par blocs avec des zéros sur la diagonale

- £(A) = P[A] est triangulaire par blocs.
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nes d'équations aux dérivées partielles

II.
Factorisation de systemes d’ E. D. P. (D-finis)
en caractéristique p.

en cours avec la participation d’A. Quadrat (INRIA - CAFI

14



nes d'équations aux dérivées partielles

Plan de la partie II

téemes d'E. D. P. D-finis.

torisation en caractéristique p.

mple.
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smes d'E. D. P. D-finis

orps difféerentiel (partiel) (ou ©-corps),

C(LC]_,CCQ), © = (%7%)

on : module différentiel (partiel) D-fini : k[d1,0>]-module
on fini sur k.

(Y)=0, Ay:=01—-4A

(Y)=0, As:=08>— As systeme intégrable.

ons d'intégrabilité : [Aq,As] =0
(A2) — 02(A1) = A1As — AsAq).
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smes d'E. D. P. D-finis

ique : étant donné un systeéme linéaire d’'E. D. P.,
uler une base involutive (ou de Janet),

1se du “‘quotient”,

Ide de cette base = intégrabilité.

nsi un test de D-finitude.

ue : similarité avec la forme normale de B. Mourrain pour
algébriques de dimension zéro.
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orisation en caractéristique p

A1(Y)=0, A;1:=01—-4
Ax(Y) =0, Ax:i=0r— As

léfinitions de réductible, décomposable ... + méme P
ures partielles : AY.

gs partiels : E;(A) :={P e Mu(k) | A;P = PA;}.
g:E(A) ={PeMp(K)|Vi: A;P=PA;} =N);&E(A).

A;]=0= [A,L-,A?] =0 = [Af,A?] = 0.
5 Af appartiennent a £(A) et commutent.

er (presque) toute la théorie de la partie 1.
ction simultanée de matrices qui commutent.
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1ple

Exemple

Ay = (é "”11“'2 )

1 —257%2 f2(@2) — f3(@2) X1 +3122 (f1 (22) + fo(2)27) f2($2)$2331 + f3($2)331 + fa(z2) \
2f2(:v2) f1(z2) + fo(x2)x? y

gl B ﬁl ~» Vérification [A1, As] = 0 ~ D-fini.

02 — A

» 2 Cas se présentent :

) #= 0 = systeme irréductible mod p,

) = 0 = systeme décomposable mod p.
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1ple

Cas irréductible

f1=18, fo =12, f3 =28, f4 =228+ 223

Algo. de L.

o~ x(AD) = (X 4 1)2

= o~ x(AD) = X2 4 (2232 + 23 4+ 223°) X 4 235 4 238 4 2237 +
Ictible.

rticulier, le systeéme en question est donc irréductible!
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1ple

Cas décomposable

f1=2z2, [ =0, f3 =228+ a3, f4 =z2+ 25

Algo. de I.

o x(AD) = (X +1)2
o x(AB) = (X + 24 23 + 21%) (X + 223).
Irbures partielles simultanément diagonalisables.

~» Systeme décomposable.
21



1ple

Calcul de la décomposition

D .
sant A5
, vecteurs propres associés aux 2 facteurs de x(A%),

atrice ayant pour colonnes vq,vo diagonalise Ag et donc,
>s le 1., P[As] diagonale,

aussi P[A1] diagonale.
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thme modulaire pour les solutions exponentielles

III.
Un algorithme modulaire pour le
calcul de solutions exponentielles.

en collaboration avec M. van Hoeij (Florida State Universit

23



thme modulaire pour les solutions exponentielles

Plan de la partie III

bleme et Motivations.

iminaires.

S premiers.

uire le nombre de combinaisons a tester.
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léeme et motivations Problé

Probleme

L=08"+a, 10" 14+ - +ag

trouver les facteurs a droite d'ordre 1 9 —r, » € Q(z) lorso
sont dans C(z) avec C C Q.

yuver les solutions exponentielles y de I'équation différentie
iee ~ lien r =19/ /y.

obléme inclus dans celui de la factorisation.
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leme et motivations Motivati

Motivations

ime standard pour les facteurs d’ordre 1 (Beke) :

Sir un exposant généralisé en chaque singularité.

ul de solutions polynomiales (e.g., avec [ABP]).
¢ problemes

yinatoire : au plus n™ combinaisons,

> - Oobjets définis sur des extensions algebriques de C.

- utiliser des méthodes modulaires pour éliminer des com
- surtout celles définies sur de grandes extensions.
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leme et motivations Motivati

Méthodes modulaires et factorisation

nter de la car. p a la car. 0 : (van der Put) pas d'algorithn
lets, inefficace ... Hensel ?

viner des factorisations mod plusieurs p : comment 7 lesquelle

or de grands p . calculs de p-courbure, factorisation ... p
uX.

/elle approche :

or seulement les racines du polynome caractéristique de la
ure pour un bon premier.

" CeS racines a des informations locales en car. zéro.
27



iminaires Exposants générali

Définitions : car. O

L=and"+a, 10" 14 . +ag
larités = racines de a,, + 0.

0~ L= 2'pi(6) € Q(x))[4]
ljuation indicielle = py.

sant généralisé de L en z = 0 : e € Q[z~1/%] tel que 0
> de I'equation indicielle de Ls_,54 .

b([(e/z))= solution locale en 0.
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iminaires Exposants générali

tre local : t; =x —x; OU teoc = 1/x.
> . Si L=1(8—r), alors Vx; € 5,3 es; € Q[t; '] tel que :

Q/
r — Z — tc€ oo‘l‘ s
a:fLES Q

tion de Fuchs)

deg(Q) + ) Const(ez;) = 0.

567;63
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iminaires p-courbure d’'une équation d’'ordr

Définitions : car. p

z) —  FpaP),

surjective, additive, ker = {7 (
I o P+ y(p_l) J (1) 12"/ 2]z #

ns : xp(L) := polyndme caractéristique de la p-courbure.
)) := {racines de xp(L) dans Fp(zP)}.

L1Lo = xp(L) = xp(L1)xp(L2),

) — r — 7(r) surjection entre I'ensemble des facteurs a dro
re 1 et R(xp(L)).
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iminaires p-courbure d’'une équation d’'ordr

> . L € Q(z)[0] et p tel que L[p] existe.
> = L[p] = L1[p]L>[p]. (Li unitaire)

st d'irréductibilite,

St de non existence de solutions exponentielles.
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S premiers

Bons nombres premiers

peut étre réduit mod p & an[p] # O,
ngularités réductibles mod p,

ngularités distinctes restent distinctes mod p.

ition . Si p est un bon premier et si L. = L1.(0 — r) alor:
ne racine s de xp(L) et des exposants genéralisés ez, tels g

s = ZT(%) — 7 (tooe.).

1
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uction du nombre de combinaisons a tester

Comment réduire le nombre de combinaisons ?

-

58, 70—ravecreC(x).

le: L=1(0—r)~ L[p] = lpl](d —r[p]) ~ 7(rlp]) € R(xp(L).

“ipe de |'algorithme

uler R(xp(L)) pour un bon premier p.

parer les parties polaires pour sélectionner les bonnes com

NS.

arder que ces combinaisons et faire I'algorithme de Beke.
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uction du nombre de combinaisons a tester

Exemple 1 (simple)

222 —a:-|—4 2 3z3-422-3z-2 2x3 - 3r— 2
D2 0 24 0+ 24

_1 1
1ts généralisés : 0, 341, 241 en 0, —t5}, —tor®, toc? €N
rithme de Beke : 3 combinaisons a tester.
> = xP).

= (N2 + N2 +2/c+1/cH(A+2) ~ 1 racine A =1 ~» exc
X %—I—% et 2 —I—% en 0 ~» 1 seule combinaison 2 tester.

décider si 3Q, deg(Q) =0 t. 9. L(Q(x).e*) = 0~ e”.
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uction du nombre de combinaisons a tester

Exemple 2 (plus difficile)

3 _2)993 + (23 — 2)(2210 — 1227 4 108z + 2424 — 2164-
)0 — 22(1902° — 27423 — 272 — 212).

ités : a := RootOf(z3 — 2) et oo
2
1ts genéralises : 2, 3500 118a et —357; _a) + 4+ f5a en

23 I'oo

rithme de Beke : 81 difficiles combinaisons a tester.

—2=(z4+2)(z?+3z+4) mod p
vient 3 et 8 := RootOf(z? + 3z + 4) en caractéristique p.
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uction du nombre de combinaisons a tester

4

xr

Nts généralisés mod p : 2,

4 B2
> 2~ L —zgz €N 3 2 (z—p)
%4—44—2[3 en B et O (multiplicité 2), 2 en I'c.

: . o At 42c+1 — P
une seule racine : s 1= 1344 (c = zP).

1 4 /62 13 HE !
)iX a:—l-—2_1 en 3, m—l—35 en B et n'importe quoi a I'co

2 . . -
5 Lo en a~ plus que 3 combinaisons a tester !

élimination de toutes les combinaisons difficiles.

1 de Fuchs ~» 1 combinaison ~» 1 solution.
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