Detendez

´ vous !

mais...

Ne soyez pas trop paresseux ♦♦♦♦♦

Par Joris van der Hoeven

♦♦♦♦♦ INRIA Rocquencourt

24 janvier 2000

Plan

1. L’approche zeleé́ 2. L’approche paresseuse 3. L’approche detendue ´ 4. Resultats

´ experimentals ´ 5. Coefficients particuliers

1. L’approche zeleé́

Multiplication de serieś formelles

Entreé : { f = f_0 + ··· + f_{n−1} z^{n−1} g = g_0 + ··· + g_{n−1} z^{n−1} Sortie : h = h_0 + ··· + h_{n−1} z^{n−1} = f g + O(z^n).

Algorithmes classiques de multiplication • Multiplication naıvë en O(n^2).

• Diviser pour regneŕ en O ( n^{log2 3} ) . • Multiplication F.F.T. en O(n log n log log n).

Autres operations

´ sur des serieś formelles Algorithme Temps Espace Multiplication n log n log log n n Division M(n) n Equations

´ differentielles ´ M(n) n Fonctions holonomes n n Composition algebrique

´ M(n) log n n Composition generale

´ ´ M(n) n log n √ n log n Composition char. fini M(n) log n n Inversion → compostion ↑ ↑ M(n) : temps pour la multiplication

Diviser pour regneŕ

Pour n pair, decomposer ´ : f^↓ = f_0 + ··· + f_{n/2−1} z^{n/2−1} ; f^↑ = f_{n/2} + ··· + f_{n−1} z^{n/2−1} ; g^↓ = g_0 + ··· + g_{n/2−1} z^{n/2−1} ; g^↑ = g_{n/2} + ··· + g_{n−1} z^{n/2−1}.

Appliquer recursivement ´ : f g = f^↓ g^↓ + f^↑ g^↑ z^n + [(f^↓ + f^↑ ) (g^↓ + g^↑) − f^↓ g^↓ − f^↑ g^↑] z^{n/2}

Graphiquement

g^↑ * f^↑ g^↑

g^↓ f^↓ g^↓ * × f^↓ f^↑ * = (f^↓ + f^↑ ) (g^↓ + g^↑) − f^↓ g^↓ − f^↑ g^↑

Methode

´ de Newton

Logarithme

log f = log f_0 + ∫ f^′ f Exponentiation Pour n pair, soient

f = f_0 + ··· + f_{n−1} z^{n−1} ; g = g_0 + ··· + g_{n/2−1} z^{n/2−1} telles que log g − f = O(z^{n/2}).

Posons g̃ = g − (log g − f) g Alors log g̃ − f = O(z^n).

−→ algorithme d’exponentiation en O(M(n)). Inversion L’equation

´ f ∘ g − z = 0 induit l’iteratioń g̃ = g − f ∘ g − z f^′ ∘ g

Composition polynomiale

Position du problemè Entreeś :

• f = f_0 + ··· + f_{p−1} z^{p−1} (avec p → ∞) ; • g = g_1 z + ··· + g_{q−1} z^{q−1} (avec q fixe) ; • Un ordre n ¿ p (avec n → ∞).

Sortie : h = h_0 + ··· + h_{n−1} z^{n−1}, telle que h = f ∘ g + O(z^n)

Algorithme par dichotomie (p, q, n 2 2N) f ∘ g = f^↓ ∘ g + (f^↑ ∘ g) × g^{p/2} Algorithme en temps O(^{p q}_n M(n) log n), car • 1 + 2 + ··· +^{p q}_n multiplications de longueur n. •^{2 p q}_n multiplications de longueur n/2. •^{4 p q}_n multiplications de longueur n/4 ; • Etc.

• p/2 multiplications de longueur q.

Composition generale ´´ Problemè Entreé : f_0+···+f_{n−1} z^{n−1} et g_1 z+···+g_{n−1} z^{n−1} Sortie : h_0+ ··· +h_{n−1} z^{n−1} avec h = f∘g + O(z^n)

Algorithme de Brent & Kung Ideé : decouper

´ g = g_∗ + g^∗ g_∗ = g_1 z + ··· + g_{q−1} z^{q−1} ; g^∗ = g_q z^q + ··· + g_{n−1} z^{n−1}.

Puis ecrire ´ : f ∘ g = f ∘ g_∗ + (f^′ ∘ g_∗) g^∗ + 1 2 (f^{′′} ∘ g_∗) (g^∗)^2 + ···

Calcul des f^(n^) ffi g� Par iteration

´ direct ou inverse :

f^{(i)} ∘ g_∗ =

(f^{(i−1)} ∘ g_∗)^′ g_∗^′ ; 1 (i − 1)!

f^{(i−1)} ∘ g_∗ = f_{i−1} + i ∫ ( 1 i! f^{(i)} ∘ g_∗ ) g_∗^′.

2. Approche paresseuse

Principe On considerè des serieś formelles comme des flots de coefficients. Les coefficients sont calculeś un par un et à chaque etapé on n’effectue que les calculs strictement necessaires ´ . Implantation Une serié formelle f est un algorithme qui ne prend rien en entreé et qui rend le premier coefficient f_0 de f et la serié ‘‘reste’’ (f − f_0 )/z.

Consequence

´ importante On calcule (f g)_n des̀ que f_0 , ..., f_n et g_0, ..., g_n sont connus. En particulier, f_{n+1} et g_{n+1} peuvent dependre

´ de (f g)_0, ..., (f g)_n.

Application Calcul de l’exponentielle g = e^f d’une serié f par g = ∫ f^′ g Inconvenient ´ On ne peut utiliser la multiplication F.F.T. ou diviser pour regneŕ.

3. Approche detendue ´ Ideé fondamentale

Anticipation −→ Acceleration ´´ Exemple : multiplication à l’ordre n = 3 Algorithme naıf̈ g_2 2 g_1 1 2 g_0 0 1 2 × f_0 f_1 f_2 0. h_0 = f_0 g_0.

1. h_1 = f_0 g_1 + f_1 g_0.

2. h_2 = f_0 g_2 + f_1 g_1 + f_2 g_0. Algorithme detendu ´ g_2 2 g_1 1 1 g_0 0 1 2 × f_0 f_1 f_2 0. h_0 = f_0 g_0.

1. h_1 = (f_0 + f_1 ) (g_0 + g_1) − f_0 g_0 − f_1 g_1. 2. h_2 = f_0 g_2 + f_1 g_1 + f_2 g_0.

Diviser pour regneŕ

Observation La multiplication ‘‘diviser pour regneŕ est ‘‘essentiellement detendue

´ ’’ ; la formule pour h_k ne depend

´ que de f_0 , ..., f_k et g_0, ..., g_k. Exemple : multiplication à l’ordre 4 • h_0 = f_0 g_0 ;

• h_1 = (f_0 + f_1 ) (g_0 + g_1) − f_0 g_0 − f_1 g_1 ; • h_2 = (f_0 + f_2 ) (g_0 + g_2) − f_0 g_0 − f_2 g_2 ; • h_3 = (f_0 + f_1 + f_2 + f_3 ) (g_0 + g_1 + g_2 + g_3) − (f_0 + f_1 ) (g_0 + g_1) − (f_2 + f_3 ) (g_2 + g_3) + f_0 g_0 + f_1 g_1 + f_2 g_2 + f_3 g_3 ;

• h_4 = (f_1 + f_3 ) (g_1 + g_3) − f_1 g_1 − f_3 g_3 ; • h_5 = (f_2 + f_3 ) (g_2 + g_3) − f_2 g_3 − f_2 g_3 ; • h_6 = f_3 g_3.

g_3 3 3 3 3 g_2 2 3 2 3 g_1 1 1 3 3 g_0 0 1 2 3 × f_0 f_1 f_2 f_3

Multiplication rapide

Par image

−→ Algorithme detendú en O(M(n) log n).

Variante

Multiplication tronqueé

Autres algorithmes detendus ´ Composition polynomiale et algebriqué Algorithmes ‘‘essentiellement detendueś’’.

Composition generale ´´ On change q dans l’algorithme de Brent & Kung à chaque puissance de 4.

Algorithme Temps Espace Multiplication D.P.R. n^{log2 3} n log n Multiplication rapide M(n) log n n Division D(n) n Equations

´ differentielles ´ D(n) n Fonctions holonomes n n Composition algebrique

´ D(n) log n n Composition generale

´ ´ D(n) n log n √ n^{3/2} log n Composition char. fini D(n) log n n log n Inversion → compostion ↑ ↑

D(n) : temps pour la multiplication detendué

4. Resultats

´ experimentaux ´ Exemple 1 : developpement

´ de exp (z ez)

Exemple 2 : enumeration

´ ´ d’alcools La serié generatrice

´ ´ s telle que s_n est le nombre d’alcools de la forme C_nH_{2n+1}OH verifié

s(z) = 1 + z s(z)^3 + 2 s(z^3) 3

Exemple 3 : equations

´ fonctionnelles L’equation

´ differentielle

´ aux differenceś

f(x) = 1 x (1 + f(x + 1) + f^′ (x)^2) (1)

admet une solution formelle unique en x^{−1} :

f(x) = 1 x + 1 x^2 − 1 x^4 − 3 x^6 + O ( 1 x^7 )

On reecrit

´´ (1) pour f(x) = f(1/z) = g(z) : g(z) = z ( 1 + g ( z 1 + z ) − z^4 g^′(z)^2 ) (2)

Autres applications

Exemple 4 : é.d.p. Soit f ∈ Q[[x, y]] telle que ∂f ∂y = ( ∂f ∂x )_2 + ( ∂^2 f ∂x^2 )_2 ; f(x, 0) = e^x. Problemè : calculer [x^n y^m]f.

Arbres 2-3 Serié generatrice

´ ´ f verifié f(z) = z + f(z^2 + z^3)

5. Coefficients particuliers

Arithmetique

´ dense rapide Benchmarks fausseś par mauvaise arithmetiqué. F.F.T. generalisee

´ ´ ´ pour ‘‘anneaux denses’’.

Instabilité numeriqué

(1.000 · 10^0 + 1.000 · 10^{−5} z)^2 = 1.000 · 10^0 + 0.000 · 10^{−5} z + 1.000 · 10^{−10} z^2, puisque 1.000 · 10^0 + 1.000 · 10^{−5} = 1.000 · 10^0. Solution : transformation z → ρ z.

Problemê analogue pour serieś bivarieeś

Solution : multiplication tronqueé plus fine.