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1. Introduction

Le but de 'exposé est d’étudier les permutations qui ont un motif interdit. Ce motif sera une permutation

fixée 7 sur {1,2,...,k}. Il faut donc examiner si 7 apparait dans une permutation o sur {1,2,...,n}, c’est-
a-dire examiner s’il existe une suite d’'indices 1 < iy(1) < i7(2) < -+ < iyx) < n tels que o(i1) < o(iz) <
<< o(ig).

EXEMPLE. 7= (13 2) apparait dans 0 = (5294141013 6 158 11 7 13 12) car, pour la suite d’indices
(i1 = 1, i3 = 13, i3 = 11), la sous-suite (o(1),0(11),0(13)) = (5 8 7) est de type (1 3 2) ou, pour la suite
d’indices (i1 = 4, ia = 9, i3 = 6), la sous-suite (c(4), 0(6),5(9)) = (4 10 6) est aussi de type (1 3 2) (comme
bien d’autres sous-suites).

Les questions d’énumération et d’algorithmique qu’on peut se poser sont les suivantes :

(1) Pour un motif 7 donné, soit F'(n, ) le nombre de permutations de &,, qui ne posséde pas le motif
7. Comment se comporte F(n,7) lorsque n — oo ? Est-ce-que la limite lim, .o, Fi(n, 7)™ est
indépendante de T pour une longueur k de 7 fixée 7

(2) Pour un motif 7 fixé, quel est le nombre maximum d’occurrences de 7 dans une permutation de &,
(cf. Lifschitz et Pittel [9]) ?

(3) Comment tester si o € &, ne contient pas 77

(4) Comment obtenir la liste des permutations de &, qui ne contiennent pas 77
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Parmi les premiers travaux dans ce domaine, on peut citer le probléme du tri par voie de garage (“Railroad
siding”) évoqué par Knuth [8] et Tarjan [19]. Ce probléme peut s’énoncer ainsi : comment trier une permu-
tation de {1,2,...,n} avec une pile quand a chaque étape du tri on peut soit mettre la nouvelle lettre entrée
sur la pile, soit retirer le sommet de la pile et ’envoyer sur la sortie. On suppose donc que la permutation
est entrée lettre par lettre en la lisant de la droite vers la gauche et qu’elle sort triée en ordre croissant. Ceci
peut étre vu comme un probléme de chemin de fer, comme I'illustre la figure 1.

Il est bien connu (Knuth [8]) qu’une permutation o peut étre triée de cette fagon si et seulement si elle
ne contient pas le motif (1 3 2).

On peut aussi se poser le probléme du tri par le réseau illustré par la figure 2 (un réseau paralléle de 4

files FIFO).

sortie I N N I N I A | - entrée

Fig. 2

Il est aussi bien connu qu’une permutation o peut étre triée par un réseau paralléle de m files si et seulement
si o ne contient pas de sous-suite décroissante de longueur supérieure ou égale & m+1, c’est-a-dire ne contient
pas le motif (m+ 1,m,m—1,.../1).

Sur ce sujet, on peut aussi citer les travaux récents de Dulucq, Gire et West [2], Gire [6], Even et Ttai [3],
Pratt [14], Simion et Schmidt [18], West [21, 22] et Zeilberger [23].

2. Sous-suites non décroissantes

A partir de maintenant, on ne considére que le motif 7 = (1,2,...,k, k4 1), c’est-a-dire que 'on étudie
les permutations de &,, qui ne contiennent pas de sous-suite croissante de longueur supérieure a k. On note
f(n, k) le nombre de telles permutations.

Il est bien connu que l'algorithme de Robinson-Schensted-Knuth permet de mettre en bijection une per-
mutation o € &,, avec une paire de tableaux de Young standard de méme forme sur {1,2,... n}. De plus la
longueur de la premiére ligne de ces tableaux est égale a la longueur de la plus longue sous-suite croissante
de o.

On note L, lalongueur de la plus longue sous-suite croissante d’une permutation aléatoire o € &,,. Quelle
est la distribution de L, 7

Voici quelques résultats concernant la distribution de L, :

exliste une constante ¢ > 0 telle que == — c en probabilite lorsque n — co (Hammersley ;
1) I exi 0 tell v babilité 1 H ley [7
(2) E(Ly) > 2+/n (Logan et Slepp [10]) ;

(3) E(Ly) ~ 2+/n lorsque n — oo (Versik et Kerov [20]) ;

(4) Soit a > 1/3. Alors il existe 3 = B(a) > 0 tel que Pr(|L, — E(Ly)| > n®) < e="" (Frieze [4]).

Concernant f(n, k), on peut citer le résultat de Regev [15, 16, 1] : pour k fixé, lorsque n — o,

k-1 17,2
] ]{75’“ k2n
f(n:k)NHJ! k—1_k2-1 K2-1°

21 (2m)7F 272 n e
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Ce résultat est obtenu en utilisant la formule de équerres pour les tableaux de Young standard et 'intégrale

de Selberg [17].

3. L’intégrale de Selberg
Sion note A = A(Xy, Xa,...,Xp) = H1<h<j<n(Xh — Xj;), l'intégrale de Selberg est donnée par :

n—1

Lot e T r(1 NCER
/0 /0 |A|2'y H{Xf_l(l_Xj)ﬁ_l}dxl'”an:H ( +7+.77) (Of +.77) (6'1'.77)
j=

P14+ ) (a+B+m+j—1)7)

j=0
On peut donner cette intégrale sous une autre forme :

/ / |A|2Y eXp(—aZXf) dX; - dX, = (27)% (2¢) 32—+ H FF((ll—:j’y))'
— 0 — 00 : N Y
Jj=1 j=1

La solution de 'intégrale multiple précédente avait été conjecturée par Mehta [12] et est aussi connue sous
le nom de conjecture de Mehta. Macdonald [11] a étendu cette conjecture aux groupes finis de réflexions et
a d’autres groupes, la conjecture de Mehta correspondant au cas du groupe symétrique. Selberg et Bombieri
ont montré dans une lettre non publiée que la preuve de la conjecture de Mehta pouvait étre obtenue par
des méthodes asymptotiques utilisant une intégrale de Selberg [17] plus simple, d’ot le nom d’intégrale de
Selberg utilisé dans ce texte.

4. Une autre méthode

Gessel [5] a prouvé que la série :
o 22n
Ur(z) = Zf(",k’)w
n=0 ’
était égale a :

1 T )
Uk(z) = det([h_j (22))1§h7j3k ol L/(t) / et cos O+ive do.

= ﬁ .
On obtient alors :

(h

el
VN T

In(

lorsque u — o0 avec ¢(h,0)=1,

et donc :
C(]{?) ezkz

) ey ® gt

Le principe de la méthode est que sous des conditions discutées dans [13, Section 10], le comportement
asymptotique a l'infini d’une fonction génératrice se traduit en une forme asymptotique des coefficients.

PRINCIPE 1. Sous certaines conditions de régularité, si f(z) = > 5 anz™ est une fonction entiére et s’il
existe C telle que

eQz eoz|z|
‘f(z) Tk < 2T’
pour z dans un voisinage convenable de +o0, alors a,, = (flnTJ;:),(l + O(ﬁ)) lorsque n — co.
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Or on peut obtenir ’égalité suivante pour Ug(z) :

0 2n

Zf(n7k)(;')2 = det(In—j(22))1<n i<k

Uk(2)

n=

: !
1 T N 2z )f_ cosfl; i0 i6;
— m/_ ../_We 2 H|eh—63d91~-~d€k.

T h#j

D’ou le probléme proposé :

Probléme : Donner une évaluation fine de

™ ™ k
// Z(cosﬂj)zn H |ez’9h_emj2d€1,..dak,

Jj=1 1<h<j<k

pour k,n€ Zt et 1 <k < n.
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