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Résumé

Une suite mahlérienne (u,) est solution d’une récurrence linéaire qui exprime u, en
fonction de up_1, Un—2, ..., Upnj2, Un_1)/2, -+, Unj4, ebc. Ces suites apparaissent na-
turellement dans les problémes de comptage liés a ’écriture binaire des entiers ou dans
I’étude d’algorithmes du type “diviser pour régner” et nous nous intéressons ici a leur com-
portement asymptotique.

Citons deux exemples classiques qui ont suscité de nombreux articles : la suite S, qui
somme les chiffres de I’écriture en base 2 des entiers de 1 a n et la suite b, du nombre de
partitions binaires de I’entier n, a laquelle K. Mahler s’est lui-méme intéressé.

Nous proposons une classification qui vise a décrire les différents comportements possibles
pour une telle suite. Elle est illustrée de quelques exemples, encore fragmentaires, ou 1’on
voit fonctionner les méthodes classiques de ’analyse asymptotique comme la méthode du
col ou de la théorie analytique des nombres comme la formule de Perron.

1. Séries mahlériennes

1.1. Définition et propriétés de cléture. Nous disons qu’une série de Laurent f(z) est B-mahlérienne
si elle satisfait une équation de Mahler

co(2)f(2) + e1()F(B) + -+ en(2)f(B7) = 0

a coefficients des fractions rationnelles cq, ..., ¢y avec les ¢x(z) non tous nuls. Ici nous allons supposer que
le corps de référence, K, est Q ou C et pour simplifier les écritures nous allons méme imposer B = 2, ce qui
recouvre presque tous les exemples naturels.

Cette définition en terme de séries formelles se traduit immédiatement en une définition pour les suites si

nous remarquons que les deux opérateurs de multiplication par z et de substitution par 22

f2) — 2 f(2),  f2) — F(2%),

se traduisent dans I’espace des suites par 'opérateur de décalage et 'opérateur d’homothétie,

(fa) — (fa=1),  (fa) — (fay2)-

Ainsi une suite (f,) est 2-mahlérienne si elle satisfait une relation de récurrence

E cotfn—1+ Z c1ifinopy2 o+ Z N -ty =0
l l

{

avec les scalaires c;; non tous nuls.

L’anneau K[z, M], ot M désigne I'opérateur de substitution par 22, appelé aussi opérateur de Mahler,
cet anneau donc, est euclidien a gauche, ce qui fait que ’on peut parler d’équation minimale d’une série
mahlérienne.
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D’autre part ’espace des séries 2-mahlériennes posséde les propriétés de cloture suivantes :

(1) les fractions rationnelles sont mahlériennes,
(2) si f(z) € K((z)) satisfait une équation de Mahler

co(2)(2) + 1 (D)) + -+ en(2) f(z7) = b(2),

dont le second membre b(z) est une série mahlérienne, alors f(z) est une série mahlérienne,

(3) si f(z) est mahlérienne, il en est de méme de f(z?),

(4) les séries mahlériennes forment un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel K((z)) (et méme du
K(z)-espace vectoriel K((2))),

(5) si f et g sont deux séries mahlériennes, il en est de méme de leur produit de Cauchy f x g,

(6) si f est une série mahlérienne, sa série dérivée f’ est aussi mahlérienne.

Par contre une primitive de série mahlérienne n’est pas nécessairement mahlérienne, comme on le voit
. 1 . . .
en considérant In T et le produit de Hadamard de deux séries mahlériennes n’est généralement pas
—z

mabhlérien.

1.2. Séries 2-réguliéres. Parmi les séries mahlériennes nous distinguons une classe particuliére : celle
des séries réguliéres. Rappelons une définition possible [1, 6]. Nous nous donnons deux matrices carrées Ag,
Aj, une matrice ligne A et une matrice colonne 7, toutes de taille convenable. Si n est un entier naturel, nous
écrivons son développement binaire ;- --€16¢ et nous calculons le nombre f, = AA., --- A, A-,v. Alors la
série formelle f(z) = >, 5 fn2" est 2-réguliére.

La donnée de Ag, A1, A et v est une représentation linéaire de la série réguliére f(z) et un peu de réflexion
montre que derriére toute série 2-réguliere se cache une série rationnelle non commutative sur ’ensemble
d’indéterminées {z¢, z1}. Cette remarque permet d’obtenir a peu de frais de nombreuses propriétés de ces
séries, comme la stabilité par somme ou produit de Hadamard. Il faut noter aussi la stabilité par produit de
Cauchy.

La notion de série réguliére généralise celle de suite automatique car une série automatique est une série
réguliére dont les coefficients sont pris dans un ensemble fini.

Le théoréme de Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy [3, 9], qui relie suites automatiques a valeurs
dans TFy et séries formelles algébriques sur F,(z), nous montre, mutatis mutandis, qu'une série réguliére est
mabhlérienne.

2. Comportement asymptotique

2.1. Classification. L’équation minimale d’une série mahlérienne a un coefficient ¢g(z) qui n’est pas
nul et sa résolution se scinde en deux parties : d’abord 1’étude d’un systéme linéaire qui donne la dimension
de D’espace des solutions et la partie basse des solutions puis I'application d’une récurrence mahlérienne
qui permet de calculer autant de termes que 'on veut de la partie haute. On peut encore dire que cette
deuxiéme phase est la recherche d’un point fixe par itération d’un opérateur contractant dans l’espace des
séries formelles et il en résulte que les solutions définissent des fonctions méromorphes dans le disque unité,
qui ne peuvent avoir comme poles que les zéros du coefficient ¢g(z) et leurs racines carrées itérées.

Partant de ceci, on montre [6] qu’une série mahlérienne se décompose en un produit de quatre séries
mahlériennes

f(2) = p=(2)p(2)p+(2)9(2).

Les trois séries p_(z), p(z) et p4+(z) sont des produits infinis de la forme
1 o

. 2k
iso (7))

dans lesquels ¢(z) est un polynéme dont les racines sont respectivement de module strictement plus petit
que 1, de module 1 mais sans étre des racines de I'unité d’ordre pair (le mot “ordre” est pris au sens de la
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théorie des groupes) ou de module strictement plus grand que 1. Enfin g(z), le dernier terme du produit, est
une série réguliére.

Comme nous ne savons pas traiter le probléme en toute généralité, nous allons nous contenter de considérer
des exemples qui ne ressortissent essentiellement que d’un des quatre types précédents.

2.2. Cas interne. Une équation
co(2)f(2) 4 en(2)f(PT) = b(z)

dans laquelle ¢g(z) a des racines dont au moins une est de module strictement plus petit que 1, apparait
comme une perturbation de I’équation
co(2)r(z) = b(z)

et le comportement des coefficients d’une solution f(z) va étre en premiére approximation du méme type
que pour la solution rationnelle r(z) de celle-ci.
Ainsi la suite (uy,), définie par les conditions initiales ug = 0, u; = 1 et la récurrence

Up = Up—1 + Up—2 + Up/2
est une perturbation de la suite de Fibonacci. La série génératrice associée, u(z), vérifie ’équation
(1—z—2Hu(z) =z + (1 + 2)u(z?)
et ceci nous fournit par itération

()_ z n 1
uz_l—z—Z‘? (1—z—=22)(1—-2%2—2%)

[22(1+ 2) + (14 2)(1 + 2)o(2)]
avec
) 2% n 28(1 4 z%) n Z19(1 + 24 (1 + 28)
v(z) =
1—2zt—28  (1—24=28)(1—28—216) (1 —2%—28)(1 — 28— 216)(1 — 216 — 232)
Par simple soustraction des singularités, nous obtenons

up = C¢" + (cy + (=1)"c)"? + O(¢"/%)

n——400

en notant ¢ le nombre d’or et

26 41 4
= + —(1 ~ 2.0996360882.

2.3. Cas régulier. La classification que nous avons donnée confine essentiellement la difficulté dans
I’étude des suites régulieres, puisque pour les trois autres cas nous disposons d’une expression explicite en
produit infini. D’ailleurs on peut a bon droit s’interroger sur la pertinence d’un développement asymptotique
pour certaines suites a ’aspect assez chaotique comme la suite miroir, qui & un entier n associe la valeur de
son écriture binaire lue & ’envers (cf. figure 1).

En pratique on est amené a lisser ces suites par application de 'opérateur de sommation. Par exemple
la suite (v(n)) qui donne la somme des bits d’un entier a des variations violentes mais la suite (S(n)) qui
représente la somme de tous les bits des entiers entre 1 et n a un comportement assez lisse puisque [5]

C

1
S(n) = 3" lgn + o(n lgn),

ou la notation lg représente le logarithme de base 2.

Remarquons d’abord qu’une suite réguliére (u,) vérifie u, = O(n®) pour un certain « [1]. Ceci résulte
d’une majoration grossiere des coefficients des matrices d’une représentation linéaire. La détermination de
la borne inférieure des a possibles est délicate en toute généralité. Une technique consiste a considérer tous
les produits de longueur donnée A, ---A.,, si Ag, A1 sont les deux matrices carrées d’une représentation
linéaire, et & utiliser le maximum des normes de ces produits en comptant qu’un effet de moyenne va permettre
d’affiner les bornes utilisées.
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La suite miroir présente a la fois un comportement globalement
simple et difficile & décrire du point de vue asymptotique.

La majoration précédente permet de considérer la série de Dirichlet

+oo u
n
u(s) = —
n=1

Une technique utilisée systématiquement dans un contexte voisin par Flajolet et alii [8] consiste & invoquer
la formule de Perron dans la version

k 1 fetiee ds
1-2) o = st1_ 95
Z n) T Y / v(s)n s(s+1)

1<k<n c—100

Idéalement cette formule s’applique & la série génératrice des différences secondes et les singularités de
I'intégrande sont connues, ce qui permet par des calculs de résidus d’obtenir une série asymptotique comme
approximation de u, . Dans les bons cas ce développement est méme convergent.

En pratique v(s) est plutot la série génératrice des différences premiéres et on a donc un développement
asymptotique pour la fonction sommatoire de la suite (uy).

Considérons par exemple [8, p. 8] le nombre 7,, de 1 dans la représentation en code Gray de ’entier n. La
suite des différences arriére 6, = v, — Yn—1 vérifie dap = 6p et dap41 = (—1)’“. Sa série de Dirichlet est donc

s s +co _1\k
8(s) = % avec L(s) = ; ﬁ

D’apreés la formule de Perron, la fonction sommatoire Gy = ), .y 7o est donnée par
N e d
N (5) o __ds

Gy = s .
N7 % Joi 2210 s(s+1)

L’intégrande est méromorphe avec un pole double en 0 de résidu

Llnn  Inl(1/4)/T(3/4) 31

2 In2 In?2 4 22’
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FiGuRre 2
Le comportement de la suite des coefficients du produit

1
| | laisse perplexe le petit asymptoticien
_ 2% 2.2%
i50 1-6/522" 42

un pole simple en chaque yg = 2ikw/In2 et un pole simple en —1. On trouve ainsi
1
Gn = §N lgN + N F(lgN)
oll F'(u) est une fonction 1-périodique donnée par la série de Fourier

1 3 1 L(xx) .
Flu)=21lgl'| - | —=—-1lgmn+ — ——=— — exp(2tkwu).
@=2167 (5) - F-ten+ g 3RS eptzier

Evidemment la série de Fourier provient des poles xj et c’est leur disposition réguliére qui produit une
fonction périodique.

L’apparition d’une fonction périodique est usuelle dans ces questions et nous renvoyons 4 [8] pour d’autres
exemples. Citons aussi [7] qui emploie des méthodes élémentaires.

2.4. Cas complémentaire. La suite des coefficients d’un produit infini comme

1
H _ 2k 2.2k
i50 1-6/52z2 + 2
dans lequel le polynome o(z), ici 1 — 6/52 + 2%, a comme racines des nombres complexes de module 1 qui
ne sont pas des racines de 1'unité, a un comportement assez erratique sur lequel nous avons bien peu a dire
pour linstant (cf. figure 2).
Aussi allons nous plutot évoquer 1’étude des coefficients du produit

1
p(z):H PE 2.2k
k201+z + z

ol le polynome utilisé, en 'occurrence ®3(z), est un polynéme cyclotomique dont I'indice est premier avec

2.
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FIGURlE 3

Le comportement de H ——————— sur le contour d’inté-
1+ Z2k + 22.2k
£E>0
gration montre une prédominance des racines cubiques primitives
de 'unité et de leurs racines carrées itérées. En abscisse on voit
I’argument de z et en ordonnée le logarithme du module de la

fonction.

Pour extraire le coefficient d’indice n de p(z), nous utilisons la formule de Cauchy

) = g [ B

2w

ol C est un lacet entourant ’origine.

Le cercle unité est frontiére naturelle mais tous les points du cercle n’ont pas la méme importance. Nous
avons d’abord les deux racines primitives cubiques j et 72, qui sont racines de tous les @3(z2k), puis leurs
racines carrées —j et —j2, qui sont racines des <I>3(22k) a partir de k = 1, etc. Pour mettre en valeur ces
comportements nous procédons a une étude locale au voisinage des racines carrées itérées des racines cubiques
de 'unité, en utilisant la transformation de Mellin et le calcul des résidus, dans ’esprit de [4] ou [2, chap. 6].
Nous constatons ainsi qu’au voisinage de w la fonction p(we™") a un comportement en eXp(an t) si w vaut
j, j% ou une de leurs racines carrées itérées alors qu’elle a seulement un comportement en exp(Int) si w vaut
1 ou de ses racines carrées itérées.

Nous prenons alors pour C' un cercle collé le long du cercle unité et nous le divisons en petits arcs qui
font face aux racines carrées itérées de 1, j et j2. Nous appliquons & chaque intégrale la méthode du col puis
nous sommons toutes les approximations obtenues et nous constatons que seules les contributions des arcs
associés & j et 52 importent vraiment.

En appelant p 'unique solution strictement positive de 1’équation

1
1gp—|—np—§—|—lg3:0

et en posant
Inp
2In2’

100
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nous avons I’équivalence

1
[Zn] H 2k 2.9k ~
K50 1+ 22" + 222 n—+o0

1 2n7 7
exp [21}2 In24+v(-2+1n3) - §ln2n7r+C+P(v)] X 2cos< e + l-}-P*(v)) ,

ou la constante C est

1
C=-17 (-3In°3+3In2In3 —1n*2— 6102+ 12In3 4 69% — 7% + 127;)
n

et les fonctions 1-périodiques P(v) et P*(v) sont définies par leur série de Fourier

1
P(v) = D) kzﬂf(sk)C(l + s) (37°% + 1) exp(4kimv),

P = 3 Z [(ri)3™ 27 [C(1 + 1, 1/3) = C(1 + 4, 2/3)] exp((4k + 2)imv)

avec
sy = 2ikw/In2, 7= (2k+ 1)ir/In2.

On voit clairement apparaitre la périodicité modulo 3, qui est évidente dés que ’on calcule quelques termes
de la suite, mais aussi une périodicité en lg n plus cachée comme dans le cas des suites réguliéres.

2.5. Cas externe. Il nous reste enfin le cas d’un produit infini associé a un polynome dont toutes les
racines ont un module strictement plus grand que 1. Un exemple typique en est

1
11 1—2%/p

E>1

avec p > 1. Ce cas est encore a 1’étude et nous nous contenterons d’une remarque. Si nous tragons le graphe
de la suite des coefficients (cf. Figure 4, ol p = 2) en joignant les points d’abscisse n suivant le nombre de
bits égaux a 1 dans ’écriture binaire de n, nous voyons apparaitre des phénomeénes périodiques et une étude
plus approfondie semble montrer que le n-iéme terme de la suite vaut asymptotiquement

Cc

(a(li) + b(l:) F(Ign))

k
:1

K3

oll F'(u) est 1-périodique, si I’écriture binaire de n se décompose en k blocs 10 - - -0, le i-éme bloc comportant
l; zéros.

2.6. Conclusion. Comme on le voit 1’étude du comportement asymptotique des suites mahlériennes est
loin d’étre achevée.

En particulier une question générale demeure : quelle est la bonne échelle asymptotique pour exprimer
ces suites ? Il est clair que les fonctions usuelles n®, In” n, etc. sont insuffisantes. L’utilisation des séries
trigonométriques permet de décrire des comportements assez chaotiques, mais pose des problémes de con-
vergence ; il serait peut étre pertinent d’introduire certaines suites réguliéres comme la suite somme des bits
ou la suite miroir dans 1’échelle utilisée.

Au cas ou le lecteur n’aurait pas encore reconnu sa main, nous précisons que les quelques idées pertinentes
qui figurent dans ce texte ont été inspirées par le bon docteur Flajolet.
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Les coefficients de || W présentent un comportement
—z

E>1
périodique quand on classe les entiers suivant la somme des bits
de leur écriture binaire.
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