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Résumé

On propose ici une généralisation de la méthode florentine [1, 2] de génération aléatoire de
certains mots : pour une grande classe, les fg-langages, la complexité moyenne de la méthode
peut étre obtenue simplement au moyen de la série génératrice du langage. L’intérét de cette
approche est son application a 1’étude d’objets combinatoires associés par des bijections a
de tels langages, en particulier les objets de grande taille : si le nombre des objets de taille
n croit exponentiellement, leur génération exhaustive devient vite impossible ; il s’agit alors
de pouvoir en temps raisonnable en générer un nombre suffisant pour une étude statistique.

1. Introduction

Soient L, ’ensemble des mots de longueur n d’un langage L et [,, le cardinal de L,, : la génération aléatoire
et uniforme de mots de L consiste, n étant donné & tirer au hasard de fagon équiprobable (probabilité : 1/1,)
un mot de L,,. Cette génération aléatoire est trés utile pour ’étude de familles d’objets combinatoires, souvent
associées avec des langages par des bijections ; chaque famille admet un parametre taille, le nombre d’objets
de taille f(n) étant égal au nombre [, de mots de longueur n associés par la bijection ; le nombre d’objets de
taille n croit souvent exponentiellement : la génération exhaustive est vite irréalisable; une étude statistique
n’est possible que par génération aléatoire et uniforme d’un nombre suffisamment important d’objets de
taille n.

Comme les tailles sont grandes, la complexité de la méthode de génération doit étre raisonnable en fonction
de la longueur des mots. Les algorithmes déterministes permettent le calcul de la complexité dans le pire
des cas ; I’algorithme le plus général [3] permet la génération aléatoire et uniforme des mots de tout langage
algébrique non ambigu : sa complexité bien que polynomiale fait cependant intervenir /,, ce qui exclut la
génération efficace des trés longs mots.

Les méthodes “a tirages” utilisent une suite d’essais-erreurs, entrainant un nombre non borné d’opérations
nécessaires pour engendrer un mot : on ne peut prendre en compte qu’une complexité moyenne ; Barcucci,
Pinzani et Sprugnoli présentent une telle méthode, avec une complexité linéaire, pour générer les mots de
Motzkin ainsi que les chemins sous-diagonaux qui les généralisent [1].

C’est cette méthode qui est généralisée ici a un ensemble plus vaste, les fg-langages, avec une complexité
moyenne obtenue simplement a ’aide de la série génératrice.

2. Génération de mots

2.1. Méthodes naive et optimisée : modélisation par des langages. Soient : Random(A4) la procé-
dure consistant, dans ’alphabet A de cardinal &, & tirer une lettre de A de fagon équiprobable ; ¢ le mot
vide ; |w]| la longueur de w.
méthode naive :

entrée : L, n
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algorithme :

we—e;
tant que w ¢ Ly, :

we—e;
tant que |w| < n :

a — Random(A4) ;

w — wa ;

sortie : un mot w de L,

L’idée pour optimiser [1] est de repérer aussitot si la construction peut continuer, grace a un test de
“maintien” : le mot en cours doit appartenir alors au langage F'G(L,,) des facteurs gauches des mots de Ly, ;
d’oti :
méthode optimisée :
entrée : L, n
algorithme :

we— € ;
tant que w ¢ Ly, :
we— € ;
tant que (Jw| < n) A (w € FG(Ly)) :
a — Random(A4) ;
w— wa ;
sortie : un mot w de L,
On remarque que si w ne franchit pas le test de maintien, alors : w € R,,, ou R, est ’ensemble des mots de

FG(Ly,)A\ FG(Ly) de longueur inférieure ou égale & n, donc a la fin le mot w obtenu aprés tous les tirages
de lettres jusqu’a production d’un mot de L, appartient a G =l LnU(UileniLn) vérifiant G = L, U R,G.

2.2. Uniformité de la génération aléatoire des mots de L,. On doit vérifier qu'un mot v de L,
est généré avec une probabilité p = 1/, ; soit $L le cardinal d’un langage L.

Méthode naive. p =73 ;4 _qPri(v), olt Pr;(v) est la probabilité d’obtenir v apres la génération de i mots w

de A"\ L, : Pr(w e A"\ L,) = (k" — 1) /k™ = Pr;(v) = [(k" = 1,)/k™]" - - 1/k™, et p=1/1,.

Méthode optimisée. p = ) ;o _, Pri(v), oi Pri(v) est la probabilité d’obtenir v apres la génération de i
mots w de R, ; si Rnyj'déf R, N A alors Pr(w € R,) = E?Il Pr(w € R, ;) = E?IlﬁRn,j/k’j ; de
A" = LyU(UPZ Ry jA™TY), on tite @ k™ = I, + k" Pr(w € R,), ce qui permet de terminer avec Pr;(v) et p
comme pour le cas naif.

2.3. Complexité moyenne.

2.3.1. Rapport avec le nombre moyen ! de lettres tirées

Pour la méthode optimisée, le test de maintien est effectué a chaque lettre tirée, alors que par la méthode
naive il n’y a de test que quand on a tiré un multiple de n lettres : le temps de test de maintien doit étre
négligeable par rapport a celui de la méthode naive ; on ne considére ici que des langages avec test de
maintien en temps constant : la complexité moyenne est proportionnelle au nombre moyen [ de lettres tirées
pour produire un mot de L.

2.3.2. Rapport entre [ et le nombre moyen m de mots générés pour obtenir un mot de L,
LEMME 1. Pour les 2 méthodes, m = k" /l,.

PrREUVE. 1l s’agit de E[X], ot X suit une loi géométrique de paramétre [, /k™. Par la méthode naive,
I = mn (chaque mot généré a n lettres) ; par la méthode optimisée, m — 1 + n < [ < mn (chacun des (m—1)
premiers mots a 1 lettre dans le meilleur des cas, n lettres dans le pire des cas). O
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2.3.3. Méthode optimisée : nombre moyen de tirages de lettres pour obtenir un premier mot de L, et
fonctions génératrices

LeMME 2. 5i G; Z 4G n 4%), G(t) € 2,6t alors 1 = (1/k)G(1/k).
PREUVE. Soit X le nombre de lettres a tirer ; alors

1= = Y Gi/k =(1/k) Z;G [k = (1/k)G'(1/k).

j>=n
O
THEOREME 1. Si R, ; = R,NA, vy = tRn j, Ra(t) = EJ 1Tnt?, alors :
l=n+ (K" Y/L)R, (1/k).

PREUVE. G = L, U R,G = G(t) = L,t"/(1 — Ru(t) , dott P(t) & G(t/k) = Lt /k* (1 — Ra(t/k)) ;
1=P’(1) (lemme) =nl, /k™"(1 — R,(1/k)) + I, k™~ 1R/(1/]{7)/]{72n(1— Rn(1/k))?
A" = LaU(UT R jAT 1) = k7 = by + Y 7 k7
d’ou ln_k”(l— n(1/k) s ainsi I = n+ (k"~/1,)RL(1/k). O
3. Fg-langages

3.1. complexité moyenne et fonction génératrice d’un fg-langage L. On souhaite exprimer sim-
plement R! (1/k) en fonction de L et n, ce qui va étre possible quand L est un fg-langage.

DEFINITION 1. L est préfiziel si FG(L) C L.
DEFINITION 2. L est préfize-complet si Vu € L, 3v # u,v € L, tel que u soit un préfixe (propre) de v.
DEFINITION 3. L est un fg-langage s’1l est préfixiel et préfixe-complet.
PropPosITION 1. Si L est un fg-langage, alors Vu € L,¥n > |u|,Jv € L, tel que u soil préfize de v.
La preuve est aisée.
LEMME 3. Si L est un fg-langage et Q(¢ ) R, (t/k), alors Q'(1) = Z?:_Olli/ki —nl, k™.

PREUVE. Avec la proposition précédente, le caractére préfixiel de L, et la définition de R,,. O

LEMME 4. Si L est un fg-langage,

Zl k) /IE"1L(t/ k).

PREUVE. | = n+ (k"/l,)(R,(1/k)/k) (théoréme 1 ) ; L est un fg-langage : R (t/k)/k = Q'(t), et on
remplace R}, (1/k)/k par lexpression de @’'(1) résultant du lemme 3. L’expression obtenue se simplifie en
(S23Zg /KK [l et b /K™ = )L (/k). OO

THEOREME 2. Si L est un fg-langage, par la méthode optimisée
_ ELa/R/ = 1)
[t7](L(t/k))

PREUVE. On manipule une somme double en utilisant la formule du lemme 4. O
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3.2. Cas ou L est un fg-langage déterministe. Le codage d’objets combinatoires fait souvent inter-
venir un langage algébrique L ; quand L est en plus déterministe, il est reconnu par états d’acceptation d’un
automate a pile déterministe.

THEOREME 3. Si L est un fg-langage algébrique déterministe, alors le test de maintien dans FG(L) peut
étre effectué en temps constant.

PREUVE. On parcourt ’automate & pile précédent au fur et & mesure de la construction de w ; w € FG(Ly)
si et seulement si le parcours méne a un état d’acceptation. [

COROLLAIRE 1. La complexité moyenne de la méthode optimisée pour un fg-langage L algébrique déter-
maniste sur un alphabet A a k lettres est proportionnelle a

[t"J(EL{t/k)/(1 = 1))
[rI(L(t/k)
PREUVE. On a déja vu que pour un langage avec test de maintien en temps constant la complexité moyenne
était proportionnelle a I, et on utilise le théoreme 2. [

3.3. Applications. On retrouve de facon simple a ’aide d’un logiciel de calcul formel comme Ay} les
résultats de Barcucci, Pinzani et Sprugnoli pour des fg-langages algébriques comme les facteurs gauches de
Motzkin et les chemins sous-diagonaux. Les résultats de ce travail sont en cours d’application & d’autres
fg-langages (facteurs des suites de Sturm, chemins arborescents, préfixes de Dyck ... ).
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