33

Circuits synchrones, nombres 2-adiques, et codages

RSA

Jean Vuillemin

Digital PRL, Rueil Malmaison
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L’exposé traite de l'arithmétique 2-adique et de ses propriétés, notamment vis-a-vis des circuits
combinatoires. On montre ’équivalence entre un nombre 2-adique et un fil d’un circuit, entre une
fonction sur les nombres 2-adiques et un circuit. On montre aussi que les différents types de circuits
(combinatoire, synchrone) correspondent & des classes de fonctions (continues, strictes, en ligne).
L’arithmétique p-adique a été utilisée pour un codage rapide d’informations par I'algorithme RSA.

1 Nombres p-adiques
Un rationnel 2-adique a une notation de la forme suivante
R=r_,...r071...70 ...

qui représente le nombre 3, _, 712%. Par exemple, 0.101(110)* représente 2 + 8 + 16(3 4+ 3 -8 +
3.-824..)~104+16-3-1/(1 —8) = 10 — 48/7 = 22/7. A T'opposé de I'arithmétique réelle, qui
représente les nombres des poids forts vers les poids faibles, I'arithmétique 2-adique va des poids
faibles vers les poids forts, et est donc en quelque sorte duale de I"arithmétique réelle.

Si p est un entier premier, tout nombre rationnel a une représentation p-adique : Q C Q,. La
représentation p-adique des rationnels est ultimement périodique, et peut donc s’écrire de maniere
finie sous la forme r_,, . ..79.71 . . .7(Th1 - . . Thyp1)* OUT_y ... T0.T1 ... T Teprésente la partie positive
*rl_vp_“—l—- et rodript- - A rptet (Tkt1 - - -Tryt)™ la partie négative (Tk_|_1pk+1—|—' . -—I—rk_|_lpk+l)/(1—
];i)nsi dans Qg, —16 s’écrit 0.000(1)*, —6/7 s’écrit 0.11(011)*, —2/3 s’écrit 0.1(01)*. La procédure
MAPLE ci-dessous calcule une forme 2-adique d’un rationnel ¢ :

twoadic := proc(q) # returns a list [v,[r_{-v}, r_{-v+1}, ...]1]
local a,b;
if <0 then # q = a - 2°b with 2"b>=|ql
b:=ceil(log(-q)/log(2));
a:=q+27b;
add(procname(a), [-b,[[1]1]1])
elif type(q,nonnegint) then [0,convert(q,base,2)]
elif denom(q) mod 2 = O then div2(procname(2*q))
else # q = a/b with a and b odd : q = a/(1+2%*c)
odddiv(numer(q), (denom(q)-1)/2)
fi;
end:
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ou add calcule la somme de deux représentations 2-adiques, et odddiv(a,b) calcule le quotient
2-adique de a par 1 + 2b.

> twoadic(1),twoadic(-1),twoadic(-6/7);

fo, r«11, [ro, C[1111, [o, [0, 1, 1, 0, [1, 1, 0111
De la méme facon, il est possible de retrouver le rationnel correspondant & un nombre 2-adique :

value := proc(x)
local v,1,s,t;
v:i=op(1,x); l:=op(2,x); s:=0; t:=2"(-v);
while 1<>[] and not type(1[1],list) do
s := s + 1[1]*t;

1 := subsop(1=NULL,1);
t 1= 2%t;
od;
if 1=[] then s
else
1 :=1[1];
s + sum(1[i]*2~(i-1),i=1. .nops(1))*t/(1-2"nops (1))
fi
end:

> value(twoadic(355/113)), value(twoadic(-3/97));

355
---, -3/97
113

Proposition 1 Les rationnels 2-adiques forment un corps Qo = {0,1,4,—,x,/} admettant Q
comme sous-corps. Les entiers 2-adiques forment un anneau Zy = {0,1,+,—, X} admeltant Z el
Z](14 2Z) comme sous-anneauz.

2 Circuits

Il est montré dans cette partie un lien direct entre les nombres 2-adiques et les circuits logiques
synchrones. Plus précisément, on verra qu’on peut associer a tout fil d’un circuit un nombre 2-
adique, que pour tout rationnel 2-adique, on peut construire un circuit le “calculant”, et qu’il
existe un lien entre les fonctions calculables par des circuits synchrones et les fonctions continues.

Définition 1 (Circuit digital) La valeur de toute variable d’un circuit digital C est un bit qui ne
peut changer qu’a des temps entiers :

Yo € V(C),te R, o' = ol") € 0,1}
ot vl représente la valeur du point v du circuil ¢ linstant 1.

Ainsi, chaque point d’un circuit (ou fil, puisque la tension est la méme en tout point d’un fil) est

mis en correspondance avec un nombre 2-adique v%.v'...2" ... De la méme facon, les composants

d’un circuit sont mis en correspondance avec des opérations sur les nombres 2-adiques :
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Définition 2 (Multiplezeur et circuit combinatoire) Le mulliplezeur noté ? est une fonction de 73
dans Z, définie par

t sic=1

et f=m tel que m:{f

stc=0.
Un circuil combinaloire est un circuil comportant des entrées ig, ..., iy, ..., des sorlies og, ...,
Op, ..., des multiplexeurs, et tel qu’il existe un ordre total sur les fils des multiplexeurs :

Vi(et f)=m, ¢t f<m.

Par exemple, le circuit suivant est un circuit combinatoire effectuant ’addition de trois bits a, b, ¢
avec retenue. Il comprend cinq multiplexeurs, (@ 4+ b + ¢) mod 2 est mis dans s et (a + b+ ¢) div 2
dans 7 :

2001)=b, abb)==z, 2 cO0l)=¢ Nzcb)=r, Hzcc)=s.

Il est intéressant de constater le lien entre les fonctions calculables par des circuits combinatoires
et les fonctions continues :

Théoréme 1 Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f(ioy .- ytny...) = (00,...,0n,...) est calculable par un circuit combinatoire.

2. La fonction f(3_1,2") =Y 0,2" est continue sur Zy avec la norme |ryryq1...|2 =277,

3. Chaque sortie dépend d’un nombre fini d’entrées.

Par exemple, le mélange de deux entrées 7 et les projections my et 71 sont des circuits combinatoires,
donc représentent des fonctions continues :

amod 2+ 27(b,a div 2) = =(a,b)
amod 2 4 2mg(a div 4) = my(a,b)
mo(a div 2) = mi(a,b)

Au passage, on aura remarqué que ces trois fonctions mettent en évidence un isomorphisme entre
N X N et N.

2.1 Circuits synchrones

Définition 3 (Regisire et circuit synchrone) Le registre a décalage, noté 2x, est une fonction de
Zo dans Zq, définie par
2xX1=>r tel que =07 =4,

Un circuil synchrone eslt un circuit combinatoire comportant en plus des registres, et ayanl un
nombre fini d’entrées et de sorties.

L’ajout des registres permet, méme avec des entrées constantes, de faire varier les sorties au cours du
temps. Ainsi, & chaque fil v est associé le nombre 2-adique B = v%.v' ... v" ... Le registre transforme
B en 2B, l'inverseur transforme B en —1 — B. Ainsi, on peut construire un circuit “calculant” -16,

-6/7,-2/3 ou 22/7!
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Théoréme 2 Les assertions suivantes sont équivalentes :

. f(i) = o est calculable par un circuit synchrone.
. 022N = 3" 0'2! est d la fois en ligne (VB,n, f(B) = f(B mod 2") mod 2") et stricte (VB, f(2B) =
2f(B)).

Le fait d’étre en ligne signifie que les n premiers bits de la sortie ne dépendent que des n premiers
bits de I'entrée. Le fait d’étre stricte signifie que I'on peut faire du retiming, c’est-a-dire que 1’on
peut faire commuter des registres avec le circuit.

Les circuits courants comme N, U, +, —, 7 sont stricts. Le ou exclusif, la multiplication, les fonctions
1/(1 4 2b) et v/1 + 8b sont en ligne, mais pas la division par 2 (le n-eme bit de la sortie dépend
du (n + 1)-éme de ’entrée), ni 79 et 71 (le n-eéme bit de la sortie dépend des bits 2n — 1 et 2n de
lentrée).

On peut ainsi fabriquer un circuit synchrone “universel” qui comporte une entrée B, des registres
a décalage qui calculent 2B, 4B, 8B, ..., des multiplexeurs Fy, Fy, F3, ..., commandés par une
ligne de registres a décalage tels qu’a I'instant n, la sortie de F), soit la sortie du circuit. Il suffit
donc de mettre en entrée de F, un circuit combinatoire idoine ayant B, 2B, 4B, ...2" B comme
entrées.

Alors que les circuits d’addition et de soustraction sont de taille finie, les circuits de multiplication
et de racine carrée sont de taille infinie.

Enfin, un circuit en ligne de produit modulaire A x B mod C' a été réalisé sur une carte PAM, pour
des entiers 4-adiques de 256 bits. Ce circuit est a la base d’un systeme de codage RSA a 200KB
par seconde.
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