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Variétés d’arbres croissants

Bruno Salvy
INRIA, Rocquencourt

[résumé par Michele Soria]

On appelle arbre croissant un arbre étiqueté dont les étiquettes croissent le long des branches. Ces arbres ont
été utilisés comme représentations de permutations, comme structures de données informatiques et comme
modéles probabilistes dans diverses applications.

Nous présentons une approche générale permettant le calcul de parameétres de ces arbres. Les fonction-
s génératrices de ces parametres sont reliées a une équation différentielle ordinaire simple, qui est non-
linéaire et autonome. Les méthodes d’analyse de singularité permettent alors d’analyser asymptotiquement
des paramétres comme le degré de la racine, le nombre de feuilles, la longueur de cheminement et les hauteurs
des nceuds avec des hypothéses trés faibles sur la famille d’arbres étudiée.

1 Introduction

Un arbre étiquelé de taille n est un arbre enraciné formé de n noeuds qui sont étiquetés par des
entiers distincts de {1,...,n}. On appelle arbre croissant un arbre étiqueté dont les étiquettes
croissent le long des branches.

On étudie ici 'asymptotique de caractéristiques de ces arbres, via leur fonctions génératrices. Cette
étude est a rapprocher de celle des “familles simples d’arbres” de Meir et Moon. Cependant, a cause
de la contrainte de croissance des étiquettes, les équations définissant les fonctions génératrices ne
sont plus des équations algébriques simples, mais des équations différentielles algébriques.

Pour un grand nombre de parametres, les fonctions génératrices sont reliées & une équation dif-
férentielle ordinaire simple, qui est non-linéaire et autonome :

Y'(2) = ¢(Y(2)) -

La combinaison de méthodes algébriques et analytiques permet d’analyser dans un cadre uniforme
un grand nombre de parametres comme le degré de la racine, le nombre de feuilles, la longueur
de cheminement et les hauteurs des nceuds avec des hypotheses tres faibles sur la famille d’arbres
étudiée.

Les résultats résumés ici font 'objet d’un article de Francois Bergeron, Philippe Flajolet et Bruno

Salvy [1].

2 Enumeération d’arbres croissants

Etant donné un multi-ensemble d’entiers {2, contenant au moins 0 et un entier > 2, on appelle
variété d’arbres croissants planaires (ou non planaires) sur {2 ’ensemble de tous les arbres croissants
planaires (ou non planaires) dont les nceuds ont un degré extérieur dans €2.
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114 Part 1V. Analysis of Algorithms and Data Structures

La fonction de degré d’une variété d’arbres croissants planaires sur  est ¢(u) = 3" ;cq u?; et pour
les arbres non planaires ¢(u) = 3 jcq %.

Etant donnée Y une variété d’arbres croissants, on note Y (z) = 3. ¥, 2 27 sa série génératrice expo-
nentielle, ou Y,, est le nombre d’arbres croissants de taille n.

Former une forét planaire de k arbres correspond & la série Y*(z) (et Y *(2) pour les foréts non
planaires), et rajouter une racine avec étiquette minimale a une forét de série W(z) correspond a
la série [ W(z). On a donc le théoreme suivant.

Théoréme 1 La série génératrice exponentielle Y (z) d’une variété d’arbres définie par la fonction
de degré ¢ est définie implicitement par
Y(z) = §(Y(2)), Y(0) =0,  soit /Y(Z) du__
o o(u)
EXEMPLES. Lorsque [ % et son inverse s’expriment en termes de fonctions spéciales, Y(z) peut avoir une

forme explicite. Par exemple les arbres strictement binaires croissants (permutations alternées) ont pour
fonction de degré ¢(u) = 1+u?, d’olt y(z) = tan(z). Les arbres croissants d-aires ont pour fonction de degré
d(u) = (1+u)?, doty(z) = =1+ [1—(d—1)z]~ 4=, Les arbres récursifs (arbres planaires croissants sans
contrainte d’arité) ont pour fonction de degré ¢(u) = exp(u) d’ott y(z) = log i Pour les arbres récursifs

non planaires la fonction de degré est ¢(u) = ﬁ, dony(z)=1-+/1-22z. O

Etude asymptotique. Lorsque Y (z) n’a pas de forme exacte, on a recours a I’analyse asymptotique
pour obtenir un équivalent de Y,, quand n tend vers l'infini. La méthode consiste a trouver la (les)
singularité(s) de module minimal de Y (z), développer Y (z) au voisinage de cette (ces) singularité(s),
et enfin traduire ce développement sur les coefficients.

Le rayon de convergence de Y(z) définie par le théoreme 1 est

B /OO du
Pl o)
Lorsque ¢ est non périodique (i.e. il n’existe pas de série ¢ telle que ¢(u) = ¥(u?), pour p > 2),
p est 'unique singularité dominante (i.e. de module minimal) de Y(z). Lorsque ¢ est de période
p>2,Y(2) = 2Y*(2P), et la série Y*(2) a une unique singularité dominante en p'/?,

Lorsque ¢ est un polynéme de degré d > 2 (la variété Y est alors dite polynomiale), en développant
1/¢(u) au voisinage de I'infini, puis en intégrant, on trouve pour ¥ — oo

% du 1
= C.Yd—1<1+0 —) :
vy é(u) (Y)
Or 7 dz = p — z, et en inversant cette relation, on obtient le développement singulier de Y ()

en fonction de (p — z)1/(@=1)
Y(2) = A1 = 2/p) Y 4 o((1 = 2/p)~ /7).
L’analyse de singularité permet de traduire I'asymptotique des fonctions sur leurs coeflicients :
-2/ = VE) = e (1+00)
Y(z) = O((1-2/p)) = [#I¥(z) = O(p"n=s)

Et ’on a donc finalement
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Théoréme 2 Le nombre d’arbres croissants de taille n dans une variété Y dont la fonction de
degreé est un polynome de degré d vaut asymptotiquement

Yo | \prp—td=01d-1)

n!

EXEMPLE. Les arbres ternaires croissants stricts ont pour fonction de degré ¢(u) = 1+ u®. Il n’existe pas de

solution explicite pour Y (z), mais on détermine la singularité p = 271/3/9, et % ~ \/%p_"_lﬁn_l/?

3 Distribution de parametres

Les méthodes précédentes s’appliquent aussi a 1’étude de différents parametres sur les variétés
d’arbres. Un parametre est inductif s’il est défini par une relation

s[t] = fy + ZS[T] ,

Tt

pour une suite (f,), et ou la somme est prise sur tous les sous-arbres 7 & la racine de 'arbre .

Citons comme exemples de parametres inductifs la taille (f, = 1), le nombre de feuilles (f,, = 6,1)

et la longueur de cheminement (f, = n).

Etant donnés un parametre inductif s et une variété Y, la série génératrice exponentielle de s est
[t

S(z) = 2otey S[t]TW-

Introduisant la relation de définition de s dans la série double Y,(z,u) = > ;cy w21t on obtient

5= PG+ [ S )

ou la série F(z) est un produit de Hadamard : F(z) = Y f,Y,2"/n!. La résolution de I’équation
différentielle induite donne le résultat suivant.

Théoréme 3 La série génératrice exponentielle d’un paramétre inductif s défini par s[t] = fi +
>t S[T], sur une variété Y est
* ()

S =Y'() || gt (1)

ou F(z) est définie a partir de (f,) et Y par F(z) =Y [Yn 2.

Etude asymptotique. L’équation (1) agit comme un “transformateur de singularité”. Pour les
parametres inductifs élémentaires, i.e. tels que f, = Cn®log” n, la singularité de S est aussi en p, et
I’analyse asymptotique résulte de celle de Y (z) combinée a I’analyse de singularité sur les produits
d’Hadamard (voir article [1]).

Théoreme 4 Soil s un paramétre inductif sur la variété polynomiale Y, tel que f, = Cn®log" n.
La valeur moyenne de s sur les €léments de taille n de Y vaut asymptotiquement

1 sta <1,
S~ An(n) avec ¥(n) =< log"'n sia=1,
n®llog" n sia > 1.
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ExeEMPLE. La longueur de cheminement est un parametre inductif, avec f, = n donc a =1l et r =0 ; d’out
pour toutes les familles d’arbres croissants S, ~ Anlogn . En particulier A = 2 pour les arbres binaires

(Quicksort) et strictement binaires.

La méme méthode s’applique a des parametres qui ne sont pas exactement inductifs élémentaires.
Par exemple le nombre moyen de nceuds d’arité ¢ dans un arbre de taille n d’une variété Y vaut :

< . ¢ [PYHY)
Sn’ ~X\n avec N\ = ;/0 Y’(t)dt'

Et la probabilité que le degré de la racine soit 7 dans un arbre de taille n d’une variété polynomiale
(de degré d) Y est
Qj
i @A)
De plus une extension de la méthode permet de trouver des distributions limites de paramétres.
Par exemple, la profondeur d’un nceud aléatoire : asymptotiquement gaussienne avec moyenne et
variance en logn :

Hn =01

d
logn+ O(1), o2 = T 1logn—l—O(l).

4 Extensions

Les résultats présentés peuvent étre étendus dans diverses directions. Il est possible de considérer
des schémas algébriques plus larges, par exemple

2 F()
o U(1)

Y'=H(2,Y(2) — S(z)=U(z) dt.

Les variétés non polynomiales peuvent aussi étre traitées dans ce cadre. Lorsque la fonction de
degré, a coefficients positifs, devient singuliere en o > 0 (¢ entiére, ou avec des singularités a
distance finie), le théoréme 2 se généralise : le comportement singulier de Y(z) est obtenu en
inversant le développement de Y du/¢(u) autour de sa singularité dominante p = [~ du/¢(u). Et
la forme asymptotique des coefficients de Y (z) se déduit par analyse de singularité. On peut ainsi
par exemple traiter les arbres récursifs planaires et non planaires.

L’approche développée sur des expressions intégrales agissant comme des “transformateurs de sin-
gularité” est tres générale, et permet de traiter de maniére unifiée un grand nombre de problemes
statistiques.
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