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Performances d’algorithmes de recherche de motifs
sous divers modeles probabilistes
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[résumé par Abalo Baya)

Le probléme de recherche de motifs consiste a trouver toutes les occurrences d’un motif p dans
un texte t, ou la premiére occurrence, p et ¢t étant des mots sur un alphabet A & ¢ éléments.
La complexité des algorithmes de résolution d’un tel probléme est habituellement, et ce sera
le cas ici, le nombre de comparaisons de caractéres entre le texte et le motif. Dans cet exposé
I’auteur présente les résultats qu’il a établis sur la complexité en moyenne des algorithmes de
Morris-Pratt [3] et de Boyer-Moore [1]. On considére un modeéle de probabilité stationnaire, ce
qui généralise les résultats déja connus sous le modéle uniforme.

1 Algorithme de Morris-Pratt

Cette section décrit l'algorithme de Morris-Pratt (MP) et la plus utilisée de ses variantes, i.e.
l’algorithme de Knuth-Morris-Pratt (KMP). Ces deux algorithmes lisent le texte ¢ de gauche a
droite (la lecture de droite a gauche étant interdite) dans le but de trouver le motif p recherché.
La comparaison a réaliser & un instant donné est déterminée par un pointeur de texte PT et un
pointeur de motif PM : Si PT = i et PM = j, alors le 1™ caractére du texte est comparé au j°™°
caractere du motif. Apres une comparaison, ces pointeurs sont mis a jour en fonction du résultat de
celle-ci. Si les deux caractéres sont identiques (on dit qu’il y a match), alors on incrémente chaque
pointeur d’une unité (sauf dans le cas ou le motif est trouvé). En revanche, si ces deux caractéres
sont distincts (il y a mismatch) ou si p est trouvé, la nouvelle comparaison est déterminée par le
plus grand bord p~ du préfixe p' de p déja trouvé, i.e. le plus grand sous-mot p tel que p~ soit & la
fois un préfixe et un suffixe stricts de p'. On définit la fonction SUIVANT pour tout j par : p’ étant le
préfixe de longueur j de p, p’ son plus grand bord, de longueur k—1, SurvaNT(j)=~k. Cela veut dire
qu’apres un mismalch ou une occurrence de p, PM = k. Prenons par exemple p = 01201201345 et
t = 0301201201101201201345. Apres le premier match, PM et PT sont incrémentés d’une unité.
Le mismatch entre {[2] = 3 et p[2] = 1 implique que PM = 1 et le mismatch suivant (¢[2] # p[1])
implique que PM =1 et PT = 3. On assiste alors a 8 matches suivis d’un mismatch, t[11] # t[9].
Le plus grand bord de p' = 01201201 est 01201 et PM prend la valeur 6. Comme p[6] # ¢[11] et 01
est le plus grand bord de 01201, PM devient 3. Finalement p[3] # ¢[11] implique PM =1 et un
mismatch. On incrémente PT d’une unité et on trouve ensuite le motif.

On remarquera que cet algorithme ne tient pas compte de 'information sur le caractéere du texte
ou a lieu un mismatch. En fait, quand SUIVANT[j]=Fk, la comparaison qui suit, ¢[¢]?p[k], donne lieu
a un mismatch lorsque p[j] = p[k]. Ainsi, SUIVANT[j] peut étre redéfini comme étant le plus grand
k tel que p[1]...plk — 1] = p[j + 1 — k]...p[J — 1] et p[j] # p[k] et c’est précisément I'option choisie
dans l'algorithme de Knuth-Morris-Pratt.
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146 Part 1V. Analysis of Algorithms and Data Structures

2 Algorithme de Boyer-Moore-Horspool

Les algorithmes du type Boyer-Moore lisent le texte de droite a gauche. Comme pour Morris-
Pratt, le motif est décalé vers la droite lorsqu’il y a mismatch ou lorsque le motif a été trouvé. Ce
décalage se fait suivant un match heuristique ou une occurrence heuristique. On s’intéresse ici a
une simplification due & Horspool et basée sur ’occurrence heuristique. S5i m désigne la longueur
du motif p, alors la table de décalage est formellement définie par

d(z)=min{s:s=mou(l <s<metpm—s|=uzx)}

Intuitivement, si z, en position ¢ sur le texte, est un caractere sur lequel il y a un mismatch, on
fait glisser le motif p vers la droite jusqu’a ce que le caractére z de p (s’il y en a) le plus a droite
vienne coincider sur la position ¢ du texte. Les positions du texte alignées avec le dernier caractére
de p apres un décalage sont appelées tétes.

3 Modele probabiliste

On donne ici les notations, définitions et hypotheses nécessaires a la recherche d’un motif donné
dans un texte aléatoire.

Définition 1 Soit p un motif de longueur |p| = m. On note C,(p), le nombre moyen de compara-
isons faites par un algorithme de recherche de motifs sur un texte aléatoire de longueur n et dont
les caractéres ont une distribution donnée. Cy(m) désigne la valeur moyenne de C,(p) pour une
distribution des caractéres du motif donnée et lorsque p parcourt l’ensemble des motifs de longueur
m.

Définition 2 On désigne par {pa}aca (resp. {qo}aca), la distribution des caractéres dans un motif
(resp. dans un texle), c’est-a-dire la probabilité pour que toute position dans le motif ou dans le
texte soil occupée par un caractére a donné est p, (resp. q.). ({pa},{¢a})aca est dite distribution
motif-texte.

Notation. Pouri > 1, 0; = EaeA(paqa)i, et pour 1 <1< j, s;; = EaeApgqé.

4 Performances des algorithmes KMP et MP

Avant d’énoncer les résultats obtenus, on pose la définition suivante :

Définition 3 Soit F' un polynéme ou une série entiére sur l'ensemble {o;}. La troncature F,, est
le polynome déduit de F en ne considérant que les monomes Hagi. tels que >, Bio; < m.

Théoréme 1 On se donne une distribution motif-texte ({pa},{qa})aca €t un motif de longueur
m. Alors le cout amorti, i.e. le nombre moyen de comparaisons effectuées par caractére de texte,

MP
G (m) (m), tend vers une constante L%P quand n — oo. Kt on a:

Lyt~ 14 (o1 — o) = Fa({0}),

oi Fllo}) = (A Uom i

S (1-o)(l—0) 1-o1
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Le terme d’erreur est o(cjo3) et on a méme ’égalité pour m < 5.

Corollaire 1 Pour m assez grand, on a L]\mﬂj ~ 1+ 01— o109. De plus,
MP 2 2 4
Ly " =1+01—0100+03—0joa+ 05 —0] — 0103+ 04

MP 3 MP 2
Ly =140y —0] — 0102+ 03 Ly =140y —o07.

Théoréme 2 On fail les mémes hypothéses que dans le théoréme précédent. Alors, le nombre
moyen de comparaisons LEMP faites par lalgorithme KMP satisfait CEMP < [MP ¢

LM = LT < [F({piai}) (521 — 02) + F({piai })oa(s21 = 02)]]m

ot F' est la série définie dans le théoréme précédent.

Théoréme 3 Pour le modéle uniforme, LMY vérifie

1 1 g¢-1 1
IMP 14— - — 4 G (=
' qg q" q? 1(qQ)
X
‘ G(z) = > P(al).
ou (z) 1—z2 (')

et ou P est la série génératrice (connue) des mots primitifs (i.e. les motls qui ne sont puissance
d’aucun autre mot). Pour tout m > 6, lapprozimation est d’ordre 1/¢' el c’est un coiit ezact pour
les petites valeurs de m.

5 Performances de I’algorithme de Boyer-Moore

L’analyse des performances pour I'algorithme de Boyer-Moore se fait en deux étapes : évaluation
u nombre de “tétes”, puis calcul du nombre de comparaisons.

d bre de “tétes”, lcul d bre d

léme

Théoréme 4 Pour un motif p de longueur m, H]l? désigne la probabilité pour que le caractere

soil une téte. Alors H]ﬂ converge vers une probabilité H°, avec

1 1
Ep[Shift] = >,e4 qasp(a)

HY =

ot s,(a) est le décalage calculé lorsque a est une téte dans le texte et ot F,[Shift] est le décalage
moyen sur ’ensemble des q valeurs de ’alphabet.

Notation. Soit H(g,m)= E(HJ°) la probabilité de trouver une téte en une position donnée du
texte lorsque p parcourt tous les motifs de longueur m sur un alphabet de cardinal ¢. On note
Ph(q), la limite de H (g, m), m+—— oo.
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Remarque. M. Régnier et R. Baeza-Yates ont établi la valeur exacte de Ph(q) pour les petites
valeurs de ¢ et une estimation pour les grandes valeurs. On donne ici les cotiits moyens de ’algorithme
de Boyer-Moore a l’aide de H (g, m) et de Ph(q).

Théoréme 5 Soit C,,(m) le nombre moyen de comparaisons texte-motif pour les textes aléatoires
de longueur n et les motifs de longueur m. Pour une distribution de texte pas trop irréguliere, on
a: Com)
n(m
LﬁM = nT = H(qvm)(l +o1+ 20—%)7
ou pour de grands motifs, LBM ~ Ph(q)(1+01420%) et Uapprozimation est majorée par o¥(1/q(q+
1)ymin{q, : a € A})?.

Remarque. Tous les résultats ci-dessus ont été finalement étendus pour des dépendances markovi-
ennes entre les données dans [6].
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