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[résumé par Daniele Gardy]

Cet exposé présente les performances de la recherche partiellement spécifiée, sur des clés multidi-
mensionnelles stockées dans des tries, ou dans d’autres structures digitales.

1 Présentation

Les “tries” (arbres lexicographiques, arbres préfixes) sont habituellement construits a partir de clés
qui sont des mots infinis sur I'alphabet {0,1}; les nceuds internes servent a se diriger dans I’arbre
et les clés sont stockées aux feuilles; on ne garde des clés que ce qui suffit a les distinguer des autres
clés lors de I'insertion. On va s’intéresser dans cet exposé a leurs performances, lorsqu’on les étend
a des clés multidimensionnelles.

Structures m-dimensionnelles : Ici, les clés sont des ensembles de m-uplets : K = (K, Ko, -+, K,,),
ou les K; sont des suites de bits. Pour construire la structure arborescente, on remplace d’abord
chaque clé composée K par une chaine de bits obtenue comme suit : on prend le bit initial de
chaque composante K; (dans l'ordre), puis le deuxiéme bit, etc. Ensuite, on construit le {rie sur la
chaine de bits, comme dans le cas unidimensionnel.

Le cas le plus simple est obtenu lorsque m = 2; c’est celui qui sera traité en détail dans la suite. Par
exemple, pour m = 2, la clé K = (01...,00...) donne la chaine 0010..., et la clé (10...,01...)
donne la chaine 1001 ... Une recherche partiellement spécifiée consiste a chercher toutes les clés dont
certaines coordonnées sont égales a une valeur spécifiée, les autres coordonnées pouvant prendre
n’importe quelle valeur. Le profil (search pattern) est un mot de {,5}™ : S correspond & une
coordonnée spécifiée, et * & une coordonnée non spécifiée. Une mesure de complexité classique pour
ce probleme est le nombre de nceuds internes visités. Attention, certains nceuds internes peuvent
étre visités méme s’ils conduisent a une feuille contenant une clé qui ne répond pas a la requéte.

2 Etude détaillée du cas m=2

Soit le profil w = (*,.9) : on cherche donc une clé dont la premiére composante est quelconque, et
la seconde égale a une valeur donnée. Soit W' = (S, *) le profil se déduisant de w par permutation
circulaire.

2.1 Coiat moyen d’une recherche suivant le profil w

Notons H¥(z) la fonction génératrice de probabilité du coit de la requéte de profil w sur des données
de taille n (i.e. le trie est construit a partir de n clés bidimensionnelles) :

HY(z) = Z Proba(w visite i nceuds internes) z*.
>0
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132 Part 1V. Analysis of Algorithms and Data Structures

On définit de méme H;‘L’/(z). Remarquons au passage que HY(1) = H;fl(l) =1.

Lors d’une recherche partiellement spécifiée dans un trie, et si la premiere coordonnée n’est pas
spécifiée, la recherche se poursuit dans les deux sous-arbres; par contre, lorsque la premiere coor-
donnée est spécifiée, on ne poursuit la recherche que dans un seul sous-arbre (le gauche ou le droit,
suivant la valeur qui est spécifiée). Dans les deux cas, la recherche au niveau inférieur se fait suivant
le motif obtenu en décalant d’un bit le motif initial.

Si ’on suppose que les bits 0 et 1 ont méme probabilité (hypothése faite pour toute la suite), la
probabilité que k clés parmi les n commencent par un bit donné est (2)2_”. On obtient donc les
équations de récurrence suivantes, liant le coit de la recherche suivant le motif w = (%, 9) au coit
de la recherche suivant le motif permuté o’ = (5, %) :

!

Hy(z) = ziz—n(Z)H;:'(z) ()
k=0

z z”: 27" (Z) HP(2).
k=0

De maniere générale, si on travaille avec des clés de dimension m, on aura m équations, chacune

Hy (2)

définissant la fonction génératrice pour un des profils obtenus par rotation du profil initial, a partir
des m — 1 autres fonctions génératrices associées aux profils permutés.

Revenons 3 I’exemple précédent : les valeurs moyennes 1¥ = (H¥)'(1) et I¥ = (HZ )'(1), pour
n > 2, satisfont les équations de récurrence suivantes, avec les conditions initiales [ =1y =1:

n n\, ! ' n n
=12y 2 (M, =1 S e (), 1

Définissons les fonctions génératrices exponentielles de I} et de I} : L¥(2) = 3,5 052"/n! et

L¥ (2) = 32,50 1¢ 2" /n!, puis les fonctions génératrices exponentielles de Poisson L¥(z) = e~*L*(z)

= [2zn/nlet L¥ (2) = e 7 L¥ (2) = 19 2" /n!. Les coefficients de L et L* sont liés par :
2 n>0 i n>0 ‘% p

19 = Y7o ()1¥; de méme ceux de L¥ et de L* .

Les équations (1) sur les [ se traduisent d’abord en un systéme d’équations fonctionnelles sur

1

les fonctions génératrices exponentielles L% et L“ ., puis en un systeme analogue sur les fonctions
b

génératrices de Poisson :

[“(z) = 1—(142)e +20¥ (/2);
I¥(2) = 1—(1+2)e 7+ L¥(2/2).

~ ~ 1
On passe alors & un systeme sur [ et [ | qu’on peut résoudre explicitement. Ainsi, on obtient :

o= (- DUE2T)

n

ce qui donne la moyenne [ sous forme de somme :

n B 1—k
z;;’:uz(k)(—l)kf(k), avee gy = L DOEET) 2)
k=1




Multidimensional Digital Searching 133

La fonction f, définie sur les entiers positifs, peut étre prolongée en une fonction analytique en
posant f(z) = (z — 1)(14 2'72)/(1 — 2172%). On peut alors utiliser la méthode de Rice, qui sert
justement & calculer les sommes de la forme ci-dessus (voir par exemple la présentation qui en est
faite dans [2, p. 754]). On a :

> (k)(—l)’“f(k) =g ALIEI O

2
avec
(N: ] I'(=2)I'(n+1) (=1)"*ip!
NI Z| = =
’ I'(n+1-2) 2(z—=1)---(2—n)’
et ou C est une courbe dans le domaine d’analycité de f, entourant les points 1,2,---n. La

somme (2) vaut asymptotiquement > [N;c¢]f(c), ou ¢ décrit 'ensemble des résidus a gauche de
la droite Rz = 1 (il suffit d’appliquer la formule des résidus a 'intégrande, qui a pour seuls poles
les entiers positifs). D’apres la définition de f, les seuls résidus sont obtenus pour Rz = 1/2, plus
précisément pour z = 1/2(1 4 &) avec & = 2ikw/log2. Donc, en posant L =log?2 :

142
2L

¥ ~+/n (ﬁ + 7% (log, \/ﬁ)) ~ \/n (3,086705281... 4+ 7*(log, v/n)) , (3)
ou 7 est une fonction périodique, de moyenne 0 et de période 1, d’amplitude faible, et qui peut
s’écrire comme somme d’une série de Fourier :

w _ itk _ 1 k _1+€k _1_€k
T¥(z) = Z Tpe avec Tk = ﬁ(l + (-1 V2) 5 I'( 5 ). (4)

k#£0

On peut transformer l’expression des coefficients 7, en utilisant le fait que I'(z + 1) = 21'(2); on

obtient :
1—& . 1- fk)
1+ & 2 7

ne= 5 (14 (~)RVE) 1ok T

2.2 Variance

Le calcul de la variance du coiit d’une recherche suivant le profil w fait intervenir We = (H)"(1).
Soient W et W* la fonction génératrice exponentielle et la fonction génératrice de Poisson asso-
cibes : W¥(z) = 3°, 5o We2"/n! et W¥(z) = e7*W®(z). On obtient les équations fonctionnelles
suivantes : -

’

Wo(2) = 2W% (2/2) + 41% (2/2) + 2(0¢ (2/2))2, W (2) = W*(2/2) + 2L¥(2/2).

Il est possible d’en déduire une formule explicite, assez compliquée, pour les W :

_ (Z— 1)21_2 s s Y R > 9 3\ 72
1) = g (47 2 e (5) )

23-22 5 (z) (-D-1+ DA +27H0+ 277"

(1 _ 21—2;:)(1 _ 22—22) l 1— 21—21

_I_
1>2
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On applique 1a aussi la méthode de Rice; les résidus sont en 1 4 £, et on obtient une expression
asymptotique pour W, de la forme suivante, pour des coefficients a, 3 et v calculables et donnés

explicitement dans [5, formule (28)] :
WY ~ an+ Bvn + 7. (5)

La variance o2 vaut W2 + 1% — (1¢)%. Compte tenu des approximations (3) et (5), elle est donc
de la forme 0 = Bn + Ay/n + o(y/n). On montre que B = 0 (voir la section suivante), et donc
que 02 ~ A/n. La variance a alors pour terme principal Ay/n, o, comme pour ’expression
asymptotique de la moyenne, A est la somme d’un terme constant A; et d’un terme périodique, de
moyenne 0 et d’amplitude faible. De plus, on a une forme explicite pour Ay, ce qui permet de le

calculer numériquement : Ay = 2,0918454...

2.2.1 Preuve que B=0

Le coefficient B est égal a la somme d’un terme périodique et d’un terme constant By :

—1 1—Iyo—1 2
By = (1/1) (8— %_2 (_1)1(1+21)_(12;|-_§l )2 ) —W%—[(TW)Q]O,
1>2

olt [(7%)%]o est la moyenne du carré de 7¢; la fonction périodique 7% est celle définie dans (4).
Quelques manipulations algébriques permettent d’exprimer ce dernier terme :

y 1- 1+
(o = Ymer—s =201+ ()P (- e
k40 k>1
Le produit I'((1 — &)/2)I'((1 + &x)/2) peut étre simplifié grace a la formule des compléments
I(s)['(1—s) = x/sin(rs); on montre ainsi qu’il est égal & 7/ cos(7x/2), ou encore & 27 /(™ /L 4
e~#7*/L), On obtient finalement une expression de [(7)%]o faisant intervenir les fonctions F(z) =

2okt e h /(1 4+ e ) et G(z) = 2@1(—1)]“_16_1“/(1 + e~2hey .

=5 r () -2 (7 )

La fonction F' vérifie une équation fonctionnelle (qui sera prouvée dans la section 2.2.2) :

1 2
Fla)= - = 7+ - F(

2
w173 x) (0<z<m).

On obtient donc, en remarquant de plus que G(z) = F(z) — 2F(2z) :

_3-2v2 &F<£)+%_(+2\/§)7{

w2
(7)o 7 (L)+ 7 5 e
On en tire :
20 2v2 -3 2/2 L 2 (L4 27m)(1+ 217m)2n
bi=gpt = -G - 200 T (6)

Sur cette expression, on peut alors montrer que By est nul (voir section 2.2.3). Donc, B se réduit
a un terme périodique, de moyenne nulle. Or ce terme périodique est lui aussi identiquement nul.
Supposons en effet qu’il ne le soit pas : multiplié par n, il donnerait alors le terme principal de la
variance, qui serait alors négative pour un nombre infini de valeurs de n.
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2.2.2 Comment prouver 1’équation fonctionnelle sur £7

On développe F :

Z Z e~ k(2i+1)z

k>1 320

On a donc une somme harmonique, a laquelle on peut appliquer la transformation de Mellin (voir
par exemple [8, p. 453-455] pour la définition et les propriétés de base de la transformée de Mellin
en analyse d’algorithmes; on peut aussi regarder, entre autres, [6, p. 18 et suivantes]) :

+o0 . [t .
F*(s) = /0 F(z)z* Yz = Z(—l)]/ e FRiADz =1 gy

k. 0
. +oo
- Z(—1)Jk—5(2j+1)—3/ efeTldt = T(s) Dk D (1725 +1)7°
kg 0 k>1 >0
Or 351 k7% = ((s); en posant B(s) = Y ;50(—1)7(27 +1)™° = 1 — 1/3° + 1/5° — - - on obtient

F*(s) = T'(s) ¢(s) B(s). Par ailleurs, F(z) < e %/(1—e~%), et F a donc comme bande fondamentale
< 1;400 >. La formule d’inversion de Mellin donne alors, en intégrant sur la droite verticale
d’équation R(s) = 3/2 contenue dans cette bande fondamentale :

3/2+4ic0
) =5 [0 o) 8(s) s

2T J3/2—ico

La fonction I'(s) a des péles simples en s = 0, —1,—2, .., et la fonction ((s) a un pdle simple unique
en s = 1. En ce qui concerne la fonction 3, on remarque d’abord qu’elle peut s’exprimer a ’aide de
la fonction de Hurwitz ((a,s) =3, sq(n+a)~* [9, p. 265] :

Par ailleurs, la fonction ((s,a) est analytique pour tout s, sauf en s = 1 qui est un pole simple [1,
p. 255] [9, p. 266]. La fonction g, étant définie au point 1, est donc entiére, et §(1) = 7/4. Notons
aussi que §(0) = 1/2 et ((0) = —1/2. En déplagant le contour d’intégration a gauche des poles 0 et 1
(par exemple sur la droite verticale £z = —1/2), on ajoute les résidus de I'intégrande en ces poles.
Le résidu pour s = 1 donne I'(1)3(1)/z = n/(4x), et celui pour s = 0 donne $(0)((0) = —1/4. On

obtient donc :
T 1 1 —1/24100

r 4z 4 2ir I s) ™ %ds.
i P e /_1/2_2.00 (s) C(s) B(s) «™°ds
On utilise ensuite la formule de duplication de la fonction T' [7, p. 160] [9, p. 240] :

s+1)25—1
VT

puis [7, p. 160] :
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La fonction ((a,s) vérifie ’équation fonctionnelle suivante, pour tous h et k entiers tels que 1 <
h <Fk:[l,p.261]:

9 2 ) C(Svg)

b, 2I(s) b s 2wrh T
(=7 = Ty 2l

r=1

Cette équation, la formule des compléments et la formule de duplication de la fonction I' permettent
d’obtenir ’équation fonctionnelle reliant 3 et I :

s+ 1

B(1—)P(1L - ) = 221 a = AN )(s).

On a alors
() C(s) B(s) = 27792 T(=) T(1= ) (1= ) B(1 — 9),

et il suffit d’appliquer la formule (7) a I'(1 — s) pour obtenir
I'(s) ((s) B(s) = 771 T(1 = 5) (1= 5) B(1 = 9).
L’expression intégrale de F'(z) devient alors

_l_l L 2s—1 _ _ _ —s
Fa)= -1+ /(_1/2)7r (1= $)¢(1 = $)B(1 = s)e—ds.

A

Un changement de variable 1 — s = u permet de conclure :

2s5—1 —5 ﬂ- L \u
Sy PO 0 = B0 = s = T T ()
et donc F(z)=n/(4z) — 1/4+ (v /z)F(x?/z).
On a donc prouvé I’équation fonctionnelle sur F. Ce type d’analyse revient {réquemment dans les
analyses de tries : pour montrer la nullité d’un coefficient, on est amené a établir des identités
fonctionnelles du type f(z) =< expr > +f(Cr?/z). A titre d’exemple, voici quelques identités, se
prouvant de la méme maniere que ci-dessus :

72 1 1 4r?  Ax?

— k — .
f(z) —Ek21m _6?_%—'_% ?(.r)v
2 2
_ et 70 g2 w270
g(.’E) - Ek21 k(ekx_l) - 122 9 24 g( x )7
@ 2 log(2ra) 42

_ 1 - _ -
h(ﬂf) - Ekzl k((ikr—l) - 61 24 + 9 + h( T )

2.2.3 Nullité de B;

L’équation (6), légerement transformée, donne :

20 L (14 277)(1 + 2t-m)2—"
BiL=—+2Vv2|F(L)-F(=)| —-3F(L)-2 1"
Vo= 42V (R - () -3 -2 S
avec F(z) = 3 451 e 5 /(1 + e=#%%). On a donc, pour L = log 2 :
9~k L 2-k/2

F(L):Zi_k; et F(Z) = Z —.
k211+22 2 S l+2
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On décompose la somme qui intervient dans F(L/2), suivant la parité de k, et on obtient :

F(L/2) = +fZ

1+21 2p’

ce qui montre que

20 27F L1277 (1 287 m)27n
BiL="44) ———— — )— 2
1 3t > 1+ 21-2p 7%:2 1 _9i-2n

Par ailleurs,

F(L) =3k 2% ijo(—l)fé—%j =Y (- Z 9~ k(2i+1)

>0 k>1
1-25
TN T e Z(—l)j“L
— £4j>0 1-2-1-2J - 1 — 91-25"
21
Enfin,
—n(l + 2—n)(1 + 21—n) B - 21—n 5 2—2n
1 —921-2n - + 1 —921-2n + 1— 21—2n'

En reportant ceci et la derniere expression de F' dans Bq, on remarque que la plupart des sommes
s’annulent, et on trouve : By L =2/3+ 2% <,(—1)"27" = 0.
2.3 Profil permuté ' = (S, )

Son cotit moyen cede au méme type d’analyse, et on obtient, avec encore une fois des fonctions 7
et 19 périodiques, de moyenne 0 et de période 1, et de faible amplitude :

V/ﬁ'<yf_212t£/r- (10g2\/ﬁ)) ~ /i (2,182630235... + 1 (logy v/n)) ;

o? ~ /n(1,15324222... + 1o(log, /1)) .

4

Ly

3 Généralisations et extensions

3.1 Autres types de données

La méthode exposée dans la section 2 permet d’analyser les performances de la recherche multi-
dimensionnelle sur d’autres structures : arbres Patricia, arbres de recherche digitaux. Les versions
multidimensionnelles de ces structures sont obtenues en construisant comme a ’accoutumée les
arbres, sur des clés infinies obtenues a partir des clés composées. Par contre, on n’a que les valeurs
moyennes des colits de recherche, et non les variances.

Notons l([f}lb le nombre moyen de noeuds visités, pour une recherche suivant le profil w dans un arbre
de type A et avec n clés (A vaut D pour un arbre de recherche digital, P pour un arbre Patricia,
et T" pour un trie). On peut alors obtenir le coiit moyen d’une recherche partiellement spécifiée :
lorsque s attributs parmi m sont spécifiés, le coiit est d’ordre nl=s/™ :

l[A ~ C[A]nl—s/m )

w,n



138 Part 1V. Analysis of Algorithms and Data Structures

La constante C'4] differe selon le type de la structure :

P Sy (1 gmstmy L Tls/m)
¢ B (1+m)(1 2 )mL 1—s/m '
o - QR 1 Iis/m) o

B Qoo mL 1—s/m '
ol _ 8 I'(s/m)

m?2L 1—s/m

Dans ces formules, S = E}”:_Ol 61 .. .6j2_j(1_5/m), et &; vaut 1 si le i*™¢ attribut est spécifié, et 0
sinon. Enfin, la fonction @ est définie par: Q(z) = (1 —z/2)(1—z/4)(1—2/8) - et Qoo = Q(1) =
0.28878809... Le résultat sur les tries avait été obtenu par Flajolet et Puech [4]. On peut comparer
les constantes (prendre z = s/m < 1, et voir que (1 +2)(1-27%) < Q(2'7%)/Qu < ) :

Ccl < P < o],

3.2 Autres types de problemes

Des récurrences du type de (1) peuvent apparaitre dans d’autres problémes que ceux issus de I’étude
d’une structure arborescente, ainsi le dénombrement probabiliste analysé dans [3].
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