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Analyse des arbres suffixes par motif coulissant

Philippe Jacquet
INRIA, Rocquencourt

[résumé par Daniele Gardy]

Dans cet exposé, Ph. Jacquet présente un travail effectué en commun avec W. Szpankowski, consacré
a un modele de {rie (arbre digital) ou les clés, a la différence du modeéle usuel, sont fortement
corrélées [2, 1].

1 Rappels et définitions

1.1 Tries

Les tries sont habituellement construits sur des clés qui sont des suites infinies de bits 0 et 1, ou
plus généralement des mots infinis sur un alphabet fini A. Notons une propriété intéressante pour
la suite: soit o le chemin conduisant de la racine a la feuille ou est stockée la donnée X;; o est le
plus petit préfize de X; qui ne soit préfize d’aucune autre clé X;.

La plupart des études sur les tries ont été faites en supposant que les clés qu’ils contiennent sont
indépendantes (voir par exemple les résultats rassemblés dans [4, p. 488]). Cependant, certains
problemes sur les mots conduisent a s’intéresser a des tries construits sur des clés fortement corrélées,
obtenues par exemple en prenant les suffixes d’un méme mot. On parle alors d’arbre suffize. Ce
type d’arbre apparait aussi dans des problémes liés a la compression de données, ainsi I’algorithme
de Lempel et Ziv, qui est a la base de la commande compress en Unix.

1.2 Arbres suffixes

Soit un alphabet A, et soit w un mot de A*; les suffizes de w sont obtenus en supprimant suc-
cessivement les premieéres lettres de w. Par exemple, prenons w = 01100111...; les quatre premiers

suffixes de w sont w lui-méme, 1100111..., 100111... et 00111... Un arbre suffize de taille n est défini
par rapport a un mot w; c’est le trie formé sur les n premiers suffixes de w.

1.3 Modele probabiliste

Les clés sont construites sur un alphabet A de taille V', dont les lettres n’ont pas nécessairement
toutes la méme probabilité. Un mot w est un élément de A*, dont les lettres sont indépendantes
(modele de Bernoulli). Sur ce mot w, on construit alors un arbre suffixe en prenant les n premiers
suffixes.
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2 Résultats

Il y a une abondante littérature sur les tries; on pourra se reporter entre autres a ’ouvrage [3] pour
une synthése récente. Il est donc naturel de chercher a s’y rattacher, et a utiliser des résultats déja
connus. L’approche de Ph. Jacquet et W. Szpankowski consiste justement & montrer la proximité
de leur modele avec le modele classique d’un trie construit sur des clés indépendantes, en termes
de fonctions génératrices. Leur résultat fondamental est le suivant:

Esuﬂixe[u|Chemin|] _ Etrie[u|Chemin|] + O(TL_E).

Ils en déduisent la distribution de la hauteur d’une feuille de I’arbre, i.e. la longueur d’un suffixe
d’un mot aléatoire w: soit D, la longueur moyenne d’un chemin vers un suffixe quelconque dans
I’arbre suffixe d’ordre n construit sur un mot aléatoire w, et posons hy = — ) . p;logp; et hy =

>, pilog p;)%. Alors

1 h
E[D,] = —(logn + 7+ —=) + Pi(log n) + O(n™°).
hq 2h
De plus, il est possible d’obtenir la variance et la loi limite de D,, qui different suivant que les

lettres de ’alphabet A sont équiprobables ou non:

e Dans le cas ou les lettres de A n’ont pas toutes la méme probabilité, la variance est d’ordre
log n:
h2 B h% —c
var(D,) = Tlogn + C 4 Py(logn) + O(n™°).
1

De plus, la distribution de D,, est asymptotiquement gaussienne.

e Dans le cas symétrique, p; = 1/V pour tout i, donc hy = h?, et la variance tend alors vers
une limite finie non nulle:

2

1
i 5+ 5 + Pallogn) + 0(n ™).

) = Gog v

Il existe la aussi une loi limite pour D,,, qui est ici de type double exponentielle:

Proba{D, <logy n+z} — exp(=V™").

3 Preuve du théoréme fondamental

Soit C un ensemble de n clés (corrélées ou non): C = { X1, Xo,..., X, }.

Définition 1 Soit 0 un mot fini; (o)¢ est l'ensemble des indices i tels que o soil un préfize de la

clé X; de C.

Pour un trie ou un arbre suffixe construit sur les clés d’un ensemble C, notons D¢[i] la longueur du
chemin allant de la racine vers la feuille contenant la clé X;. On a la propriété suivante:

DC[i] < k si et seulement s’il existe une chaine o de longueur k qui n'est préfize que
de X;, i.e. telle que (o)c = {i}.
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Les événements Proba((o)¢ = {i}) étant disjoints, on a:

Proba( D[] Z Proba({c)c = {i}).
lo|=k

Soit DC la longueur moyenne du chemin de la racine jusqu’a une clé aléatoire de ’ensemble C: D¢
prend la valeur DC[i] avec une probabilité 1/n, quel que soit i. On montre (en conditionnant par
rapport a indice ¢ retenu) que

Proba(D¢ < k) = (1/n)2n:Proba(DfL[i] < k).

=1
Posons D,,(u) = E[u”"]; on a D, Proba(C)E[uP"]. En utilisant I'abréviation
C
= Z Proba(C) Proba({o)c = {i}),
C

ou la somme est prise sur tous les ensembles de clés C admissibles pour le probléme étudié, on
trouve que

1 n
Do(u)==(1- ] ;
(0= 0= 0 Y S0,
et I’étape suivante est de calculer >, f(o,7). Soit £ un sous-ensemble de {1,2,...,n}, et soit

o) = Proba(C) Proba(L C (o)c).
C
Par un argument d’inclusion-exclusion, on montre que, pour tout ensemble de clés C,

Proba((o)c = {1}) = > (- 1)1 >~ Proba(L C (o))
i=1 |L|=j, ieL
En sommant sur les ensembles C, on obtient
=> (-1 > P(L,0).
=1 \L|=j, ieL

Pour obtenir D, (u), on peut alors calculer P(L, o), puis f(o,1), ce qui va étre fait ci-dessous d’abord
pour des tries construits sur des clés indépendantes, puis pour des arbres suffixes.

3.1 Tries sur des clés indépendantes

Supposons que ¢ = aqas---ak, et notons p(c) = pPg,Pay - - -Pa,- On a alors P(L,0) = p(o)w' et
donc f(o,1) = p(o)(1—p(c))*" . On en tire:

D,(u) = (1= w) Y n plo)(1 ~ plo))"

Définissons Dp(z,u) =3, nD,(u)z":

DT(z,u):(l—u)ZuM( o)z (1)

~ 1—2z+4p(o)z)?
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3.2 Arbres suffixes

Par un raisonnement analogue, bien que plus complexe, en posant Dg(z,u) = >, nD,(u)z", ou

cette fois D, (u) = E(uP") est calculé sur les arbres suffixes, on obtient:

n

z,u)=(1l—-u o o
Ds(z,u) = (1 )XU: <(1_Z)(1+ag(z))+p(g)g|a|)2 ) (2)

s ~ , . , . . ! - .
ou a, est le polynome d’auto-corrélation de o, défini par la somme suivante, avec ¢ décrivant
) . . . . o ’
I’ensemble des préfixes de o qui sont aussi suffixes de o (et bien sir o # o):

ar(z)= Y %Zlal—lo'l_

7 P\o
o

Par exemple [1, p. 16], soit 0 = abaaba de longueur 6. Alors ’ensemble des mots qui sont a la fois
préfixes et suffixes de o est & = {a, aba}, et

P(0) o1—po’
a(z)= ) p((a’_))2|g| 71 = p2py2® 4 plpta®.
€&

L’idée de la démonstration conduisant a la formule (2) est la suivante: lorsque les clés sont des suf-
fixes d’un méme texte (supposé infini), et lorsque ces suffixes débutent a des positions distantes d’au
moins k, k étant la longueur de o, alors ces suflixes peuvent étre considérés comme indépendants.
On regroupe alors les premieéres positions, jusqu’a ce qu’on ait un trou de k; les suflixes suivants
sont traités indépendamment des précédents.

3.3 Comparaison des deux fonctions

A défaut de pouvoir étudier directement la fonction définie par ’équation (2), on va la comparer
avec la fonction analogue pour les tries, définie par 1’équation (1), et qui a été bien étudiée. Cela
conduit a s’intéresser a la différence

Qu(u) = ——(Dirie(u) — Dufixe(y)).

1—u

D’apres la formule de Cauchy, @, (u) s’exprime par une intégrale:

dz

! }{(DT(Z, w) = Ds(z, ) ey

Qn(u) = P —

Ici intervient, pour chaque mot fini ¢, la racine de plus petit module A, du polynéme R,(z) =
(1= 2)(1 + as(2)) + p(c)2!°l. Notons C, = R, (A,) et D, = R, (A,). On montre que, pour un B
“convenable”:

Q) = 3 S0 o(e) (A5 (g + ) = a1 = plo)™ ™) +0(B )

puis que
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gn(u) = Zuw'p(g)fa(n)

et avec Aee . (1 ( ))
Sl —e " —p(o))* —e *
A VY B S B

Il reste alors a voir qu’il existe € > 0 tel que g,(u) est O(n™°). Pour cela, on utilise des propriétés
qui relient le comportement asymptotique d’une fonction (ici g,(u), en tant que fonction de n) a
la bande fondamentale de sa transformée de Mellin, i.e. & ’ensemble sur lequel cette transformée
est “naturellement” définie. On calcule donc, pour chaque o, la transformée de Mellin de f,:

F0= [ ez ne ({85t - GRS,

Pour un motif o donné, cette transformée est définie sur | — 1, 4oc[. Lorsqu’on somme sur tous les
mots o, on peut montrer que, pour un certain € > 0, g*(s) = >, u""p(a)f;(s) reste définie sur
] — 1,¢[. D’ou la majoration cherchée: g,(u) = O(n~°), a quelques détails techniques pres.
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