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Application miroir d’origine modulaire

La série hypergéométrique

F(z) :i (2n)!2zn:2l__1 ( 1/2,1/2 ;16z>

nl4 1
n=0

est solution de I'équation différentielle

) 1\2 d
Dy —16z| D+ <) y=0,avecD :=z—.
2 dz
Une deuxiéme solution linéairement indépendante de F(z) est
G(z) + log(z)F(z) avec

2n)!12

©
N
I
WE
:_/-\
S

(4Hp, — 4Hp) 2"

et ol Hy:=>_7 ,1/i est le n-iéme nombre harmonique.
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Application miroir d’origine modulaire

La coordonnée canonique associée est

1= (L) (5)

L' application miroir z(q) correspondante est I'inverse de g(z) pour la
composition des séries formelles et on a

[e.e]

_03(q) (1—gq
29 = 158q) ~ I Ll g — gy

4n)8

< Z[[qll;

ol f2(q) = 3 ___ g2 et f5(q) = 0 __ g™
On a alors le développement de Taylor

2(q) = q — 8q¢° + 44¢° — 192¢* + 718¢° — 24004¢°® + 7352¢" — 2099245
+56549¢° + O(¢'9).
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Exemple étudié par Candelas, de la Ossa, Green et Parkes

La série hypergéométrique

o0

1/5,2/5,3/5.4/5
F(z) :Z n!)5z —4F3< / {1{ / ;552>

est solution de I'équation différentielle

D*y —5z(5D + 1) (5D +2) (5D +3) (5D +4) y = 0.

Une deuxiéme solution linéairement indépendante de F(z) est
G(z) + log(z)F(z) avec

Gz)=> (5f)5! (5Hsp, — 5H,)z".
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Exemple étudié par Candelas, de la Ossa, Green et Parkes

L’application miroir associée est |'inverse pour la composition des
applications de g(z) = zexp(G(z)/F(z)).

Lian, Yau (1995)

q(2) € 2Z[[z]] et z(q) € 9Z[[q]]-

On a

q(z) = z 4 7702% + 10142752% + 17039167502*

+ 32865690256252° 4 O(z°)

et

z(q) = q — 770¢° + 171525¢° — 81623000¢* — 354231712504°
— 54572818340154¢° + O(q").
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Notations

Soit e := (e1,...,e,) et f :=(f,...,fp) deux suites d’entiers naturels. On
note

b

n)l---(eyn)!
H—Ze,,m =25 - Quslr)i= (EOEN (e )

s l... !
Fer(z):= Z Mz" (série hypergéométrique),
prd ! !

b

o S M . . — : z"
Gef(z)'_Z(ﬂn)!...(fbn)! ;e’Hef" J_Zlﬂ"’ﬂ-n )

Ge,r(2) = zexp (Ge’f(z)> (Coordonnée canonique).

Fer(2)

L'application miroir ze £(q) est I'inverse de g ¢(z) pour la composition des
séries formelles.
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Indépendance algébrique

Pour e = (2,2) et f =(1,1,1,1), on a

n=0
On a
04 0 4n)8 7
(9) = 1694 l;[ 5 € Zll4]l,

ot 02(q) = L00 g et 3(q) = 2, q”2-
J.M. et P.B. Borwein (1987)

F(q) = Fer(2er()) = 03(q)".
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Couplage de Yukawa

o Famille M d’hypersurfaces quintiques de P4(C) définies par

5 5
ZxE—Sszk:O (z €C).
k=1 k=1

Famille miroir W de variétés de Calabi-Yau (miroir de M).
(D* —52(5D 4+ 1)(5D +2)(5D +3)(5D +4))y =0, 0t D =z %.
Solution holomorphe en 0 : e = (5) et f =(1,1,1,1,1)

> (5n)
()= ("

n=0
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Couplage de Yukawa

Une deuxiéme solution linéairement indépendante de F, r est
Ge,r(2) + log(z)Fe,r(2), ou

9-3 o

n:l

—5H,) 2"

Dans ce cas précis, le couplage de Yukawa K(q) associé est

5 ' 1 [ 97e.¢(q)
1-552,£(q) Fer(zer(9))? \ zer(q)

K(q) =

On écrit - -
q
K(q) =: Za,,q" =:ap + Zk”ﬁ’
n=0 n=1

avec kn = 4, 1(n/d)ag o p est la fonction de M&bius.
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Résultats antérieurs

Lian, Yau (1995)

Soit p un nombre premier, e = (p), f = (1,...,1) avec |e| = |f|. Alors
e.r(2) € zZ[[Z]].

Soit Ne Net N=pi*.. .pZ" sa décomposition en facteurs premiers.

On note N N
AN = {N, s geee }
PiiPj> PirPj2Pj3Pja 1<j1<jo<--<L

et N N
BN = {1,...,1,','”,...}
Pji PhPj:Pjs 1< <jp <<l

9

avec un nombre de 1 dans B, égal a p(N), ol ¢ est la fonction indicatrice
d’Euler.

Exemple

En prenant N = p premier, on obtient A, = {p} et B, = {1,...,1} avec p
occurences de 1.
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Résultats antérieurs
Zudilin (2002)

Si e est une suite constituée des éléments de Uf-‘zl Ap; et si f est une suite

g 22 k N o o
constituée des éléments de | J;_; By;, ot les N; sont des entiers strictement
positifs ayant le méme ensemble de diviseurs premiers, alors

Ge,r(2) € 2Z][2]].

Exemples

Pour k = 1 et Ny = p premier on retrouve le résultat de Lian et Yau.
Pour k=1et Ny =4

_ (4n)!
Qer(1) = Gmyi(a
Pour k=2, Ny =6et N, =12 :

B (12n)!
Qe (1) = Gy @n)i(al)s
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Résultats antérieurs

N N
AN::{N, — ,}
PjrPj> - Pj1 P2 Pj3 Pia 1<ji<jo<-<l
et N N
BNZ:{l,...,l,—.,f,...} .
Pji PiPpPjs 1<j1<jo<--<L
Exemples

Pour k=1et Ny =4
!
Qe (7) = Gpyi(a)2"
Pour k=2, Ny =6et N\b =12 :

(12n)!

2 )~ G anyiaye
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Résultats antérieurs

Krattenthaler, Rivoal (2009)

Si e est une suite constituée des éléments de Uf-(zl Ap; et si f est une suite

constituée des éléments de Uf-(zl By, ou les N; sont des entiers strictement
positifs, alors ge £(z) € zZ[[z]].

Fonction de Landau associée a e = (e1,...,e;) et f = (f,...,fp):

a b
Ae,f(X) = Z Z 7 X € R)?

i=1 j=1
ou |-| est la fonction partie entiére.

Krattenthaler, Rivoal (2009)

Soit e et f deux suites d'entiers positifs vérifiant |e| = |f|. Si A ¢ est
croissante sur [0, 1[, alors g ¢(2) € zZ[[z]].
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Résultats antérieurs

Pour tout L € N, on définit I'application de type miroir
qLe.f(2) = exp(GLe r(2)/Fer(2)), ou

de sorte que

a b
Zilqe,f(z) = <H (qe,,e,f ) H qf,,e,f

i=1
On note M, ¢ le plus grand élément des suites e et f.

Krattenthaler, Rivoal (2009)

Soit e et f deux suites d’entiers strictement positifs disjointes vérifiant
le] = |f|. Si Ag ¢ est croissante sur [0, 1], alors, pour tout

Le{l,...,M.r}, on a q¢(2) € Z[[2]].
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Enoncé des critéres

Fonction de Landau associée a e := (ey1,...,e;) et f :=(f,...,fp):

a b
Acr(x) = leix] =) |fix]
i=1 Jj=1
On a -
Vp(Qe (”) = Ae7 7 |-
p( f ) ; f( e>
vp(m!) = m
P ; UJ
et donc

Vp(Qe,r(n)) = vp (W)

f:(z e/ thn/pﬂ) Z (%)

p
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Landau (1900), Bober (2007)

(1) Si, pour tout x € [0,1], on a A, ¢(x) > 0, alors, pour tout n € N, on
a Qer(n) € N.

(if) S'il existe x € [0,1] tel que A, £(x) < —1, alors il n'existe qu’un
nombre fini de nombres premiers p tels que tous les termes de la suite
Q. r soient dans 'anneau Z, des entiers p-adiques.

D. (2009)

Soit e et f deux suites d’entiers strictement positifs disjointes telles que
Qe f soit une suite a termes entiers (ce qui équivaut a A, ¢ > 0 sur [0,1])
et vérifiant |e| = |f|. On a alors la dichotomie suivante.
(i) Si, pour tout x € [1/M,¢,1[, on a A ¢(x) > 1, alors
9e,r(2) € zZ[[2]].
(i) S'il existe x € [1/Me ¢, 1] tel que A ¢(x) =0, alors il n'existe qu’un
nombre fini de nombres premiers p tels que g, r(z) € zZp[[2]].
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Enoncé des critéres

D. (2009)

Soit e et f deux suites d’entiers strictement positifs disjointes telles que
Qe f soit une suite a termes entiers (ce qui équivaut a A ¢ > 0 sur [0,1])
et vérifiant |e| = |f|. On a alors la dichotomie suivante.

(7) Si, pour tout x € [1/M,¢,1[, on a A ¢(x) > 1, alors, pour tout
Le{l,...,Mc¢}, on a qper(z) € zZ[[Z]].

(if) S'il existe x € [1/Mg ¢, 1] tel que A, ¢(x) = 0, alors, pour tout
Le{l,..., M ¢}, il n’existe qu'un nombre fini de nombres premiers p
tels que g ¢ r(2) € 2Zp[[2]].

v
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Exemple de fonction de Landau non croissante sur [0, 1]
Pour tout x € R et n € N, on pose (x)p, := x(x +1)---(x +n—1) pour

n>1et (x)o:=1(Symbole de Pochhammer).
e=(4,4)etf =(3,2,1,1,1)

n)!)?2 8 \" 2 2
Q. f(n) = LY :< g ) (1/4)2(1/2)4(3/4)2

(3n)!(2n)!(n)3 3322

(1/3)n(2/3)n(1)7 -

Acr(x) =2]4x] — 3x] — [2x] — 3|x].
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Une reformulation p-adique

Si x € Q, alors x € Z si et seulement si, pour tout premier p, x € Zp.

Dieudonné, Dwork

Soit F(z) une série formelle dans 1 + zQ[[z]]. Alors F(z) € 1 + zZp[[z]] si
et seulement si /Cg‘)? € 1+ pzZp|[z]].

Corollaire

Soit f(z) € zQ[[z]]. On a e(?) € 1+ 2Z,[[z]] si et seulement si
f(zP) — pf(z) € pzZy|[z]].

au(2) € 2Z,[2]] & F(2)6u(2P) — pF(2")Gu(2) € pZ, -]

K
O p(a+Kp) =Y QK —))Q(a +p) (Hik—j) — PHL(a+p)) -
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Une réécriture de ® , modulo pZ,

[La/p]

PH(a+jp) = Hij + Z —Lj T mod pZp.
i=1

Résultat impliqué par Aer > 1 sur [1/ M., 1]
VL € {17"'7M(e,f)}v Va € {0,...,[3—1}, VjeN, on a

[La/p]
9(a +jp) ; Lot € pLp.

i
M =

CDL,,,(a + Kp) Q(K —j)Q(a —|—jp)(HL(K_j) — HLj) mod pPZp

.
I
=)

Il
] =

Hij(Q(a+jp)Q(K —j) — Q(j)Q(a + (K —j)p)) mod pZ,.

j=0
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Nouvelle reformulation du probléme

(m+1)p°—1
S(a,K,s,pom):== Y (Qa+jp)QK —j)— Q()Q(a+ (K —Jj)p)),
j=mp®
Dwork (1973)
Sip" > K,

K
S Hyj (Q(a +ip) (K — ) — Q()Q(a + (K — j)p))
j=0

r pr+1—s71

:Z Z WL(aa Kasvpa m)7
s=0 =0

ot Wi(a,K,s,p,m):= (Himps — Hi|m/p|ps+1)S(a, K, s, p, m).

v
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Nouvelle reformulation du probléme

Pour tout m € N, on pose

pp(m) = 1pm. ,1(({m/p'}) et gp(m) = pe(™),
/=1

o 13 /p, .11 est la fonction caractéristique de [1/M, ¢, 1].
On montre alors que

S(aa Kv S, p, m) € p$+1gp(m)ZP

et
ps+1gp(m)(Hmes - HLLm/pJpS“) € pZp.

Ce qui donne bien

Wi(a, K, s, p,m) := (Himps — Hi|m/p|ps+1)S(a, K, s, p, m) € pZp.
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Soit p un nombre premier. Soit, Vr € N, A, : N — Z \ {0},
g N—Z,\ {0} tqg., Vr >0, on ait
() AO)]p = 1
(i) Yme N, on a A,(m) € g,(m)Zp;
et telles que Jkg € N tel que
(if) Ym e N, Vr > 0,
si vp(m) > ko alors, Vv,u,s e Ntg. v<p, u<p® ona

A/ (v + up) A1 (u) g (v+up) ™

si vp(m) < ko — 1, alors A’%’)’) — AA’:l(('g)) e pw(Mtlg (m)Z,;

(v)Vke{l,....,k}, Vve{l,...,p—1},Vm,re N, ona
g:(v + mp¥) € p*g,(mp*)Z, et g,(mp¥) € g, 1 (M)Zp.
Alors, Vae€ {0,...,p— 1}, Vm,s,re N, VK €Z, on a
(m+1)p*—1
Z (A,(a+p(K—j))A,+1(_j)—A,+1(K—j)A,(a—|—jp)) € Ps+lgs+r+1(m)ZP7

Jj=mp*

Ar(v+up+mp™h)  Apa(u+ mp®) € pstitho &r+s+1(m)

ou A,(¢) =0si ¢ <0.
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Soit p un nombre premier. Soit, Vr € N, A, : N — Z \ {0},
g N—Z,\ {0} tqg., Vr >0, on ait
() AO)]p = 1
(i) Yme N, on a A,(m) € g,(m)Zp;
et telles que
(if) Ym e N, Vr > 0,
Vv,u,s eNtg.v<p, u<p® ona

Ar(V + up + mps+1) Ar+1(u + mps) s+1 gr+s+1(m)

S ——— ‘p,
A (v + up) Al P gvrep)”

Alors, Vae€ {0,...,p— 1}, Vm,s,re N, VK €Z, on a
(m+1)p*—1
Z (A,(a+p(K—j))A,+1(j)—A,+1(K—j)A,(a+jp)) € Ps+lgs+r+1(m)ZP7

Jj=mp*

ou A,(¢) =0si ¢ <0.
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Applications miroir en plusieurs variables
Soit e := (eq,...,e,) et f := (f1,...,fp) deux suites de vecteurs de N9,

el := >0, e, |f] = 10, fi e N9,

(e -m)!---

- (
Qe,f(n) := (fL-n)l- (fy - n)1” ;

b
. (e1-n)!---(ea-n)! [~ (n) (k) n
Ge’f’k(z) = Z (f]_ . n)' e (fb . n)' € Hei'" B ij Hf"" z,
n>0 j—
Ge.r k(2) = zk exp(Ge r k(2)/Fe,r(2)), k €1{1,...,d},

L'inverse pour la composition de I'application z +— (qe £,1(2), - - -, e f,d(2))
définit le vecteur (ze £,1(q), - - -, ze r,d(q)) d'applications miroir.
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Fonction de Landau en plusieurs variables
Fonction de Landau associée a e := (e1,...,e,) et f :=(f1,...,fp) :

a b
Aer(x):=> [ej-x| =) [fi-x], (x e RY).
i=1 j=1
On a
Qef ZAef ( )
vp(m!) = m
g ; UJ
et donc

_ . ((ex-n)t---(e;-n)!
Vp(Qe r(M) = vy ( (F-n)l o (Fy ) )

[e’e) a b >
S DIIIE SRV S C3)
1 j=1 =1 g
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Fonction de Landau en plusieurs variables

Landau (1900), D. (2011)

(i) Si, pour tout x € [0,1]9, on a A, ¢(x) > 0, alors, pour tout n € N9,
ona Qr(n) €N,

(if) S'il existe x € [0,1]9 tel que Ag ¢(x) < —1, alors il n’existe qu’un
nombre fini de nombres premiers p tels que tous les termes de la
famille Q. ¢ soient dans I'anneau Z, des entiers p-adiques.
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Critére pour les applications miroir de plusieurs variables

On note D, ¢ I'ensemble des x € [0, 1[? tels qu'il existe un élément d de e
ouf tel qued-x>1.

D. (2011)

Soit e et f deux suites de vecteurs non nuls de N¢ disjointes telles que
Qe r soit une famille a termes entiers (ce qui équivaut a A, ¢ > 0 sur
[0,1]9) et vérifiant |e| = |f|. On a alors la dichotomie suivante.

(1) Si, pour tout x € De ¢, on a A, ¢(x) > 1, alors, pour tout
k € {17 SRR d}, on a qe,f,k(z) € ZkZ[[Z]]'

(i) S'il existe x € De ¢ tel que A ¢(x) =0, alors il existe k € {1,...,d}
tel qu’il n'existe qu'un nombre fini de nombres premiers p tels que
Ge,r k(2) € 2k Zpl[Z]].
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Applications de type miroir de plusieurs variables

Pour tout L € N9, on définit I'application de type miroir
qL,e,(2) := exp(GL,e,r(2)/Fe,r(2)), ol

(o)t (et
GLef(2) == '%% (f.-n)l-- (fp - n)! HinZ",

de sorte que

a B b K
Z;:lqe,f,k(z) = <H (qe;,e,f(z))eE )) / H (qu,e,f(z))f; )

i=1 j=1

On note E  I'ensemble des L € N9\ {0} tels qu'il existe
de {el, oo, eqf, ,fb} vérifiant L < d.
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Critére pour les applications de type miroir de plusieurs
variables

D. (2011)

Soit e et f deux suites de vecteurs non nuls de N9 disjointes telles que
Qe r soit une famille a termes entiers (ce qui équivaut a A. ¢ > 0 sur
[0,1]9) et vérifiant |e| = |f|. On a alors la dichotomie suivante.

(/) Si, pour tout x € D £, on a Ag £(x) > 1, alors, pour tout L € & ¢, on
a qLe,f(2) € Z[[]]-

(if) S'il existe x € D, ¢ tel que A, ¢(x) =0, alors il existe k € {1,...,d}
tel que, si L € & ¢ vérifie L) > 1, alors il n’existe qu’'un nombre fini
de nombres premiers p tels que q . £(z) € Zp[[z]]. De plus, il nexiste
qu’'un nombre fini de nombres premiers p tels que qe £ k(z) € zxZp[[Z]].

a

K b K
21:1Qe,f,k(z) = <H (qe,',e,f(z))eg )> / H (qu,e,f(z))fjg )

i=1 j=1
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Spécialisations

0* —2%2(40+1)(40+3)(80% +80+3)+2"222(40+1)(40+3) (40 +5)(40+7),

d

ou QZZE

[e.e]

F(Z):nz_:ozn ,,.4’72,,|Z 2k< "—k)> <k>

[l existe une unique série sans terme constant G(z) € C[[z]] telle que

G(z) + log(z)F (z) soit une solution de I'équation différentielle linéairement
indépendante de F.

On peut alors définir le g-paramétre de I'équation

q(z) .= zexp(G(2)/F(2)).
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Spécialisations

En prenant e = ((4,4),(2,0),(2,0),(0,2)) et

=((2,2),(1,1),(1,1),(1,0),(1,0), (1,0), (1,0), (0,1), (0,1)),

on obtient que |e| = |f] et

For(z22)= 3 ( (4k + 4m)! (202 (@m)Y) o ssm

Ko 2k +2m)l((k+ m2  (k)*  (m!)?

27 2 ot (1) (7)o

=0 k+m=n

Der(x,y) = [4x+4y| +2[2x] + [2y] — [2x + 2y ] = 2|x + y|
et Aer > 1sur Dey.
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Spécialisations

@ On montre alors, via la méthode de Frobenius, que
Ger1(z,42) + log(z)F(z) est une solution de I'équation.

@ Par unicité de G, on obtient que G = G r1(z,4z).

@ Ainsi

q(z) = zexp (Ge7f7]_(z,42)/Fe’f(Z,42)) = Ger1(2,42) € zZ[[z]].
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