
Rédu
tion de Moser des réseaux à 
onnexionEduardo CorelGeorg-August Universität � Göttingene
orel�gwdg.de24 o
tobre 2011
E. Corel Rédu
tion de Moser



Systèmes di�érentielsSoit un système di�érentiel formel méromorphez dXdz = AX où A =
1zp (A0 + A1z + · · · ) ∈ Mn×n(K ) (1)ave
 K = C((z)), p ≥ 0 et A0 6= 0 si p > 0.p = p(A) rang de Poin
aré de (1).Transformations de jauge : A[P] = P−1AP − P−1θP où

θ = z ddz .Nature de la singularité z = 0 : �vrai rang de Poin
aré�m(A) = min{p(A[P]) |P ∈ GLn(K )}Régulière : m(A) = 0.Irrégulière sinon.Exemple : A =

( 1 z−N0 1 ) a une singularité régulière.E. Corel Rédu
tion de Moser



Rédu
tion de Moser d'un système di�érentielJ. Moser (1960) : Algorithme de 
al
ul du vrai rang de Poin
aré.Critère e�e
tif de rédu
tibilité de r = rkA0.Polyn�me de Moser BA(λ) = z r det(A0z + A1 + λIn)
|z=0 .Théorème de MoserSi p > 0, BA(λ) ≡ 0 ⇐⇒ ∃P ∈ GLn(K ) tq rk (zpA[P])|z=0 < r .Il s'agit du rang de Poin
aré p du système original.On peut 
hoisir P = (P0 + P1z)diag(1, . . . , 1, z . . . , z).Rang de Moser µ(A) = p(A) + 1n rkA0.E. Corel Rédu
tion de Moser



Rédu
tion de Moser d'un système di�érentiel
Si A0 = ( 0n−r A(0)120 A(0)22 ) ave
 r = rkA0, alorsBA(λ) = det( A(1)11 + λIn−r A(0)12A(1)21 A(0)22 )

Exemple : A =

( 1 z−N0 1 ), alors BA(λ) = det( λ 10 0 ) ≡ 0.
E. Corel Rédu
tion de Moser



Systèmes di�érentiels et 
onnexions
Opérateur di�érentiel : D : V ≃ K n −→ V tel queD(fv) = θ(f )v + fD(v).Systèmes Connexions

θX = AX base (e) = (e1, . . . , en) de VA ∈ Mn(K ) D(ej ) = −
∑ni=1 Aijei .Notation : A = Mat(D, (e)).Transformation de jauge Chgt de base P = Mat(idV , (ε), (e))A[P] = P−1AP − P−1θP A[P] = Mat(D, (ε))méromorphe si P ∈ GLn(K ) (e) et (ε) K -bases de V .

E. Corel Rédu
tion de Moser



Systèmes di�érentiels et réseauxSystèmes ConnexionsP ∈ GLn(O) holomorphe (e) et (ε) eng. même O-module Λssi P0 ∈ GLn(C) Λ = L(e) réseau de V .Rang de Poin
aré p(Λ) = −vΛ(Λ + D(Λ))p = maxi ,j(−v(Aij), 0) où vΛ(M) = max{q ∈ Z |M ⊂ zqΛ}P holomorphe zpD induit δΛ ∈ End(Λ/zΛ)A0 −→ P−10 A0P0 rang de Moser µ(Λ) = p(Λ) + rkδΛnz = 0 singularité régulière D régulier : ∃M réseau,
∃P ∈ GLn(K ),A[P] ∈ Mn(O) D(M) ⊂ M i.e. p(M) = 0On pose Dk = zkD pour k ∈ N.E. Corel Rédu
tion de Moser



RéseauxSoit Λ l'ensemble des réseaux de V .Diviseurs élémentaires de M dans Λ : k1 6 · · · 6 kn tq
∃ base (e) de Λ : zK (e) = (zk1e1, . . . , zknen) base de M.Base de Smith de Λ pour M : Λ = L(e) et M = L(zK (e)).Distan
e d(Λ,M) = kn − k1 = −vΛ(M)− vM(Λ).Pour P ∈ GLn(K ) il existe Q,R ∈ GLn(O) tel que P = QzKR

Λ
PQ M

Λ
zK MROn peut 
hoisir Q (et R) polynomiales de degré d(Λ,M)− 1.

|p(Λ) − p(M)| 6 d(Λ,M).E. Corel Rédu
tion de Moser



Réseaux adja
entsBije
tion Π : M 7−→ M/zΛ entre [zΛ,Λ] et {W sev de Λ/zΛ}.Pour M ∈ [zΛ,Λ], on a p(M) 6 p(Λ) ⇐⇒ M/zΛ stable sous δΛ.Lemme (�Nakayama�)Toute base de Λ dont l'image engendre M/zΛ est de Smith pour M.dΛ(M) = dim(M/zΛ) (=nb. de div.elt. égaux à 0).Transformation de jauge de Λ vers M adja
ent se dé
ompose enP0 ∈ GLn(C) (Im P0 respe
te M/zΛ)suivie de zK =

( Id 00 zIn−d ) où d = dΛ(M).
Λ

P0
Λ

zK ME. Corel Rédu
tion de Moser



Réseaux adja
ents
Λ

P0
Λ : (e) zK M ave
 zK =

( Id 00 zIn−d ).Mat(D, (e)) = A = 1zp ( A(0)11 A(0)12A(0)21 A(0)22 )

+ · · · en blo
s d × (n − d)A[zK ] =
1zp+1 ( 0 0A(0)21 0 )+

1zp ( A(0)11 0A(1)21 A(0)22 )

+ · · ·p(M) 6 p ⇐⇒ A0 = ( A(0)11 A(0)120 A(0)22 )Si p(M) = p, alors rkδM = rk( A(0)11 0A(1)21 A(0)22 )E. Corel Rédu
tion de Moser



Réseaux adja
entsOn se restreint au voisinage [zΛ,Λ], et on dé�nit
κ(Λ) = Π−1(ker δΛ) = {x ∈ Λ |Dpx ∈ zΛ},
ι(Λ) = Π−1(Im δΛ) = DpΛ + zΛ,T (M) = Dp−1M + zΛ,
(e) de Λ adaptée à M si de Smith à la fois pour κ(Λ) et M.dΛ(M) = dim(M/zΛ) (=nb. de div.elt. égaux à 0).Convention : l'ordre (e1, . . . , ed , . . . , en−r , . . . , en), où d = dΛ(M)induit une base du drapeau0 ⊂ M/zΛ ⊂ κ(Λ)/zΛ ⊂ Λ/zΛ.M (e1, . . . . . . . . . , ed , zed+1, . . . , zen−r , zen−r+1, . . . . . . , zen)

κ(Λ) (e1, . . . . . . . . . , ed , ed+1, . . . , en−r , zen−r+1, . . . . . . , zen)T (M) (Dp−1e1, . . . ,Dp−1ed , Dpen−r+1, . . . ,Dpen, ze)
ι(Λ) (Dpen−r+1, . . . ,Dpen, ze)E. Corel Rédu
tion de Moser



Le réseau noyau κ(Λ)

Λ
P0

Λ : (e) zK
κ(Λ)A0 = ( 0n−r A(0)120 A(0)22 ) ave
 r = rkA0 ⇐⇒ (e) adaptée à κ(Λ).AlorsT (κ(Λ)) = L(Dp−1e1, . . . ,Dp−1en−r ,Dpen−r+1, . . . ,Dpen, ze)T (κ(Λ)) dans (e) de Λ/zΛ : ( A(1)11 A(0)12A(1)21 A(0)22 )rkδκ(Λ) = rk( 0 0A(1)21 A(0)22 )

6 rE. Corel Rédu
tion de Moser



Critère de Moser pour les réseaux
Soit M(λ) = (Dp−1 + λidV )(κ(Λ)) + zΛ.Corollaire
Λ est Moser-rédu
tible ⇐⇒ M(λ) 6= Λ pour tout λ ∈ C.En e�et, soit (e1, . . . , en−r , zen−r+1, . . . , zen) une base de κ(Λ).Alors

( A(1)11 + λIn−r A(0)12A(1)21 A(0)22 )est l'expression d'une famille génératri
e de M(λ)/zΛ dans (e).
E. Corel Rédu
tion de Moser



Rédu
tion de Moser de réseauxSoit Λ réseau de V , et p = p(Λ) > 1.LemmeSoit M ∈ [zΛ, κ(Λ)] et T = T (M). Alors zΛ ⊂ ι(Λ) ⊂ T ⊂ Λ, etl'on a seulement les deux 
as suivants :i) p(M) = p − 1, auquel 
as ι(Λ) ⊂ T ⊂ M ⊂ κ(Λ) etrkδM > dΛ(T ) > rkδΛ,ii) p(M) = p, auquel 
as κ(M) /∈ [zΛ,Λ] etrkδM = dΛ(T +M)− dΛ(M) = dΛ(T )− dΛ(M ∩ T ).E. Corel Rédu
tion de Moser



Rédu
tion de Moser de réseauxDémonstration.
δΛ :





0d 0 A0130 0n−r−d A0230 0 A033  T/zΛ :





A111 0 A013A121 0n−r−d A023A131 0 A033  .

Dp :
1zp  0d 0 0A121 0n−r−d A023A131 0 A033 +

1zp−1  A111 0 A013A221 A122 A123A231 A132 A133 +· · ·

E. Corel Rédu
tion de Moser



Rédu
tion de Moser de réseauxDémonstration.
δΛ :





0d 0 A0130 0n−r−d 00 0 0r 

 T/zΛ :





A111 0 A0130 0n−r−d 00 0 0r 

 .

Dp :
1zp  0d 0 00 0n−r−d 00 0 0r +

1zp−1  A111 0 A013A221 A122 A123A231 A132 A133 + · · ·p(M) = p − 1 :rkδM = rk A111 0 A013A221 A122 A123A231 A132 A133  > dΛ(T ) > rkδΛComme ι(Λ) ⊂ T ⊂ M ⊂ κ(Λ).E. Corel Rédu
tion de Moser



Rédu
tion de Moser de réseauxDémonstration.
δΛ :





0d 0 A0130 0n−r−d A0230 0 A033  T/zΛ :





A111 0 A013A121 0n−r−d A023A131 0 A033  .

Dp :
1zp  0d 0 0A121 0n−r−d A023A131 0 A033 +

1zp−1  A111 0 A013A221 A122 A123A231 A132 A133 +· · ·p(M) = pdΛ(T+M) = rk A111 0 A013 IdA121 0n−r−d A023 0A131 0 A033 0  = dΛ(M)+rkδM .E. Corel Rédu
tion de Moser



Rédu
tion de Moser de réseauxOn dé�nit la suite dé
roissante de réseaux de [zΛ,Λ]






M0 = κ(Λ)Mk+1 = κ(Λ) ∩ T (Mk)Cette suite imite l'algorithme de Moser (Dietri
h, Barkatou. . . )ThéorèmeSi Λ est Moser-rédu
tible, alorssoit ∃k > 0 tel que p(Mk) = p − 1,soit rkδlimk Mk < rkδΛDans tous les 
as, le rang de Moser dé
roît dans [zΛ,Λ].CorollaireLa jauge de rédu
tion peut être 
hoisie sous la formeP = P0diag(1, . . . , 1, z . . . , z).E. Corel Rédu
tion de Moser



Rédu
tion de Moser de réseauxProposition
(Mk)k>0 véri�e les propriétési) κ(Λ) ∩ ι(Λ) ⊂ Mk+1 ⊂ Mk ⊂ κ(Λ).ii) T (Mk) ∩ κ(Λ) = T (Mk) ∩Mk .iii) Mk+1 = Mk ⇐⇒ Mk ⊂ T (Mk).iv) p(Mk ) = p − 1 ⇐⇒ T (Mk) ⊂ Mk .v) Si p(Mk ) = p, on arkδMk = dΛ(Mk + T (Mk))− dΛ(Mk)

= dΛ(T (Mk))− dΛ(Mk+1)
= dΛ(κ(Λ) + T (Mk))− dΛ(κ(Λ))vi) µ(Mk+1) 6 µ(Mk).vii) µ(Mk) = µ(Λ) ⇐⇒ κ(Λ) + T (Mk) = Λ.E. Corel Rédu
tion de Moser



Rédu
tion de Moser de réseauxLa suite de Moser de Λ réduit le rang de Moser si 
'est possible :PropositionS'il existe M ∈ [zΛ, κ(Λ)] tel quei) M ∩ T (M) = κ(Λ) ∩ T (M) = M.ii) κ(Λ) + T (M) = Λ.iii) µ(M) = µ(Λ).alors Λ est Moser-irrédu
tible.Algorithme : Réseau initial : ΛSi Λ irrédu
tible : retourner ΛSinon 
onstruire Mk jusquà 
e quep(Mk ) = p − 1 ouMk+1 = MkRempla
er Λ par Mk . E. Corel Rédu
tion de Moser



Saturation de Gérard-LeveltEn 1973, Gérard et Levelt dé�nissent






F 1k (Λ) = Λ + DkΛF ik(Λ) = Λ + . . . + D ik(Λ) = F 1k (F i−1k (Λ))Théorème (Gérard-Levelt)Si k > m(D) = minM pM(D), alors F n−1k (Λ) est stable sous Dk .On note Fk(Λ) = F n−1k (Λ) = L(e1, . . . , en,Dke1, . . . ,Dn−1k en).Levelt (1995) : pro
édure �step-�G ik(Λ) = {x ∈ Λ |(Dk)jx ∈ Λ pour 1 6 j 6 i}.Rem : G 1p−1(Λ) = κ(Λ). E. Corel Rédu
tion de Moser



Dualité et réseauxSoit Λ = L(e) dans V . Dans V ∗, le réseau dual
Λ∗ = HomK (Λ,O) = HomO(Λ,O) = L(e∗)véri�e (Λ +M)∗ = Λ∗ ∩M∗.L'opérateur dual D∗ : V ∗ −→ V ∗est dé�ni par D∗(f )(v) = θ(f (v)) − f (Dv)a pour matri
e Mat(D∗, (e∗)) = −tMat(D, (e)).LemmePour M,N tels que k + vN(M) > 0

(M +DkN)∗ = M∗ :k N∗ = {f ∈ M∗ |D∗k f ∈ N∗}.E. Corel Rédu
tion de Moser



Dualité et réseauxCorollaireSoit Λ dans V .
κ(Λ)∗ = 1z ι(Λ∗) = D∗p−1Λ∗ + Λ∗ = F 1p−1(Λ∗).F ik (Λ)∗ = G ik(Λ∗), (
f. PhD. N. Le Roux).T (M)∗ = z−1Λ∗ :p−1 M∗,Si (Mi) est la suite de Moser de Λ, alors

(M1)∗ = F 1p−1(Λ∗) + (z−1Λ∗ :p−1 F 1p−1(Λ∗)).On a don
 une quatrième suite de rédu
tion (�Moser+�)






L0 = Λ + Dp−1Λ = F 1p−1(Λ)Li+1 = L0 + (z−1Λ :p−1 Li)E. Corel Rédu
tion de Moser



Optimalité des réseauxFk (Λ) est le plus petit réseau stable sous Dk 
ontenant Λ.CorollaireSi k > m(D), G n−1k (Λ) est le plus grand sous-réseau Dk -stable de
Λ.Si D régulier, l'algorithme de Moser termine ave
 un réseauM∞ ⊂ Λ qui est D-stable : don
 M∞ ⊂ G n−10 (Λ) = ΛL (réseau deLevelt).CorollaireLa 
omplexité de la transformation Λ 7−→ ΛL est inférieure à 
ellede Λ 7−→ M∞.On peut aller de Λ à ΛL par pas de longueur 1 : d(G k−1p−1 ,G kp−1) 6 1.E. Corel Rédu
tion de Moser



Et après ?
Cadre généralisable :super-rédu
tion (Hilali-Wazner) de systèmes di�érentiels,autres systèmes d'équations fon
tionnelles.Géométrie sous-ja
ente à l'espa
e des réseaux : immeublea�ne de Bruhat-Tits.

E. Corel Rédu
tion de Moser


