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Systémes différentiels

Soit un systéeme différentiel formel méromorphe

dX 1
ZE:AXOGA:z_p(AO'i_Alz—i_"')EM"X"(K) (1)

avec K =C((2)), p>0et Ay #0sip > 0.

@ p = p(A) rang de Poincaré de (1).

o Transformations de jauge : Ajp) = P~1AP — P710P ou
6==z<.

dz

@ Nature de la singularité z = 0 : “vrai rang de Poincaré”
m(A) = min{p(Aip)| P € GL,(K)}
s Réguliére : m(A) = 0.
o Irréguliere sinon.
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Exemple : A = ( > a une singularité réguliere.



Réduction de Moser d'un systéme différentiel

J. Moser (1960) : Algorithme de calcul du vrai rang de Poincareé.
Critére effectif de réductibilité de r = rkAy.

A

Polynome de Moser Ba(A) = z" det <—0 + AL + )xl,,)
z

|z=0

Théoréme de Moser
Sip>0, Ba(A) =0 <= 3P € GLq(K) ta rk (2PAip)) ,_o < r-

o Il s'agit du rang de Poincaré p du systéme original.
@ On peut choisir P = (Py + Pyz)diag(1,...,1,z...,z).
Rang de Moser 1i(A) = p(A) + LrkAy.
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Réduction de Moser d'un systéme différentiel

00 A
Si Ag = n=r %g) avec r = rkAy, alors
0 A

(1) (0)
BA()\)Zdet< Al Ao Ay )

1 0
Ay Ay

1 7N A1
Exemple.A-(0 1 >,a|orsBA()\)—det<0 0>:0.
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Systémes différentiels et connexions

o Opérateur difféerentiel : D : V ~ K" — V tel que

D(fv) = 0(f)v + fD(v).

Systémes Connexions
X = AX base (e) = (e1,...,€,) de V
A € Mn(K) D(ej) = — 22ily Ajjei.

Notation : A = Mat(D, (e)).
Transformation de jauge Chgt de base P = Mat(idy, (¢), (e))
App = P1AP - P loP Alp] = Mat(D, (¢))
méromorphe si P € GL,(K) | (e) et (¢) K-bases de V.
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Systémes différentiels et réseaux

Systémes Connexions

P € GL,(0O) holomorphe (e) et (¢) eng. méme O-module A
ssi Py € GL,(C) N = L(e) réseau de V.

Rang de Poincaré p(N) = —va(A+ D(N))

p = max; j(—v(Aj),0) ol vA(M) =max{q € Z| M C zI\}
P holomorphe zPD induit 65 € End(A/zN)

Ay — Py APy rang de Moser pu(N\) = p(N\) + %
z = 0 singularité réguliere D régulier : M réseau,

3P € GL4(K), Aip; € Mp(0) | D(M) C M i.e. p(M) =0

On pose Dy = z¥D pour k € N.
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Réseaux

Soit A I'ensemble des réseaux de V.

o Diviseurs élémentaires de M dans A : k; < --- < k, tq
3 base (e) de A : zK(e) = (zMey, ...,z e,) base de M.

o Base de Smith de A pour M : A = L(e) et M = L(zK(e)).
e Distance d(A, M) = k, — ki1 = —va(M) — viy(N).

Pour P € GL,(K) il existe Q, R € GL,(0) tel que P = QzXR

A M
J |
ZK
A M

@ On peut choisir Q (et R) polynomiales de degré d(A, M) — 1.
° [p(A) = p(M)| < d(A, M).
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Réseaux adjacents

Bijection I : M —— M/zA entre [zA,A] et {W sev de A/zA}.

Pour M € [zA,A], on a p(M) < p(A) <= M/zA stable sous Jx.

Lemme (“Nakayama”)
Toute base de N\ dont I'image engendre M /z\ est de Smith pour M.

@ dpa(M) =dim(M/zN\) (=nb. de div.elt. égaux a 0).
Transformation de jauge de A vers M adjacent se décompose en
@ Py € GL,(C) (Im Py respecte M/zN\)

o suivie de zK = < Ig zIO_d > ot d = dp(M).

Po zK

A A M
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Réseaux adjacents

Po i ZK K_ Id 0
N———N:(e) M avec z —< 0 20,y >

>_|_--- en blocs d x (n— d)

AL 0 0 1 (A9 o
= e | AD o ) T | A 4@ )T
PORO
° p(M)<p < A= ( 0 40
22

AY o
o Si p(M) = p, alors rkdy = rk A%ll) 0)
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Réseaux adjacents

On se restreint au voisinage [zA, A], et on définit
o k(A) = N~Y(kerdp) = {x € A| Dpx € zA},
o ((A) = N7Y(Im dp) = DpA + zA,
o T(M)=Dp_ 1M+ zA,
o (e) de A adaptée a M si de Smith a la fois pour k(A) et M.
@ dr\(M) =dim(M/zA) (=nb. de div.elt. égaux a 0).

Convention : I'ordre (e1,...,€e4,...,€n—r,...,€n), o0 d = dpr(M)
induit une base du drapeau

0C M/zN C k(N)/zA C N/zA.

M (T v €dy  Z€di1y---yZ€n—r, Z€n_r4lye .- , Z€n)
k(N) (T y€dy  €dals-c-s€nery  ZE€n—pglyee--- , Z€n)
T(M) (Dp_lel, ,Dp_led, Dpe,,_,+1,... ,Dpe,,,ze)
L(A)

(Dpen—rt1,- -, Dpen, ze)
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Le réseau noyau k(A)

Po

0 A0
Ag = n=r %g) avec r = rkAy <= (e) adaptée a k().
0 Asy
Alors
e T(k(N)) = L(Dp-1€1,...,Dp_1€n—r,Dpen_r+1,...,Dpep, ze)

AD A0
o T(k(N)) dans (€) de A/zA : NG
An Ax

0 0
o I‘kén A) — rk 1 0 < r
o=t )
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Critére de Moser pour les réseaux

Soit M(A) = (Dp—1 + Aidv)(k(A)) + zA.

Corollaire
N est Moser-réductible <= M(X\) # N pour tout X € C.

En effet, soit (e1,...,€n—r,z€n—r+1,-.-,2€,) une base de k(A).

Alors . .
(% )
Az Ay

est |'expression d’une famille génératrice de M(\)/zA dans (€).
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Réduction de Moser de réseaux

Soit A réseau de V, et p = p(A) > 1.

Lemme

Soit M € [zN\,k(N)] et T = T(M). Alors zN C «(N) C T CA, et
l'on a seulement les deux cas suivants :

i) p(M)=p—1, auquel cas «(N) C T C M C k(N) et

I'kéM > d/\(T) > rkd/\,
i) p(M) = p, auquel cas k(M) ¢ [zA\,\] et

rkdpy = d/\(T a4 M) — d/\(M) = d/\(T) = d/\(M N T).

E. Corel Réduction de Moser



Réduction de Moser de réseaux

Démonstration.

a0 0pg Al T/zN: | AL 0,y A%
0 0 Al Al 0 Al

1 1
Dpiz_p AL Onoreg Al |+—= | A% AL Ak |+

zP
Ay 0 A% A% Ap Ag
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Réduction de Moser de réseaux

Démonstration.

5/\ . 0 On—r—d 0 T/Z/\ . 0 On—r—d 0
0 0 0, 0 0 0r
L (0 0 0 ) Ail 0 A‘£3
0 0 0 A31 A32 A33
@ p(M)=p—1:
An 0 Ay
rkdy =1k | A3, AL, Ay | = da(T) > rkéa
As An A
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Réduction de Moser de réseaux

Démonstration.

Al 0 0,,g A% T/zN: | AY, 0,_,_4 AY
0 0 A% Al 0 Al

1
D,: — | A} o0, , ., A9 -

o p(M) =p
Aty 0 A(1)3 la

d\(T+M) =1k | A}, 0,,.4 AJ; O
A, 0 AL o0
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= d/\(M)+rk5M.




Réduction de Moser de réseaux

On définit la suite décroissante de réseaux de [zA, A]

My = k(N)

My+1 = £(N) N T(My)

Cette suite imite |'algorithme de Moser (Dietrich, Barkatou. . .)

Théoréme

Si N\ est Moser-réductible, alors
@ soit 3k > 0 tel que p(My) =p —1,
@ soit I“k(Sﬁmk M, < rkop

Dans tous les cas, le rang de Moser décroit dans [zA, A].

Corollaire

La jauge de réduction peut étre choisie sous la forme
P = Pydiag(1,...,1,z...,z).
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Réduction de Moser de réseaux

(Mg)k=o Vvérifie les propriétés

) &(A) N e(N) C My C My C &(N).
) T(Mi) N &(A) = T(Mi) N M.

i) Mipr = My <= My  T(My).
)
)

i
iv (Mk) =p—-1 T(Mk) C M.

p
v) Sip(My)=p, ona

tkdp, = dan(My + T(My)) — da(Mx)
= dr(T(My)) — da(Mk41)
= dr(k(N) + T(M)) — da(k(N))
vi) (M) < p(Mi).
vii) p(Mi) = u(A) <= k(N) + T(My) =A.

>
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Réduction de Moser de réseaux

La suite de Moser de A réduit le rang de Moser si c’est possible :

Proposition

S'il existe M € [z, k(N)] tel que
i) MNT(M)=xr(AN)NT(M)= M.
i) K(A)+ T(M)=A.

i) p(M) = p(A).

alors \ est Moser-irréductible.

Algorithme : Réseau initial : A
Si A irréductible : retourner A
Sinon construire My jusqua ce que

® p(My)=p—1ou
® Myi1 = My
Remplacer A par M.
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Saturation de Gérard-Levelt

En 1973, Gérard et Levelt définissent

FEN) = A+ DeA

Fi(AN)=A+...+Di(N) = FE(FIHN)

Théoréme (Gérard-Levelt)

Si k > m(D) = miny pu(D), alors F/~'(A) est stable sous D.

On note Fi(A) = F/"Y(N) = L(ex, ..., en, Dier,..., D] en).
Levelt (1995) : procédure “step-"

Gi(N) = {x € A|(DxYx € A pour 1 <j < i}.
Rem : G;_l(/\) = k(N).
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Dualité et réseaux

Soit A = L(e) dans V. Dans V*, le réseau dual
N* = Homg (A, O) = Homg (A, O) = L(e¥)
vérifie (A + M)* = A* 1 M*.

L’'opérateur dual D* : V* — V*
o est défini par D*(f)(v) = 0(f(v)) — f(Dv)
@ a pour matrice Mat(D*, (%)) = —*Mat(D, (e)).

Pour M, N tels que k + vy(M) > 0

(M + DgN)* = M* o N* = {f € M*| D;f € N*}.
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Dualité et réseaux

Corollaire

Soit \ dans V.
o k(N)* = Lu(A*) = D} N+ N = Fl_ (NY).
o Fi(N)* = G(N*), (cf. PhD. N. Le Roux).
o T(M)* =z IN* 1y M7,
@ Si (M;) est la suite de Moser de N\, alors

(My)* = Fp g (") + (27N o1 Fp g (AY)).

On a donc une quatriéme suite de réduction (“Moser+")
Lo=A+Dp1iA=F} (N

Liy1i=Lo+ (z7'A1po1 Li)
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Optimalité des réseaux

Fi(N) est le plus petit réseau stable sous Dy contenant A.

Corollaire

Si k > m(D), GJ~'(N) est le plus grand sous-réseau Dy-stable de
A.

Si D régulier, I'algorithme de Moser termine avec un réseau
My C A qui est D-stable : donc Mo, € G~ H(A) = A, (réseau de
Levelt).

Corollaire

La complexité de la transformation N — N, est inférieure a celle
de N — M

On peut aller de A a A, par pas de longueur 1 : d(Gp 1 G;I;—l) <1
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Et aprés?

o Cadre généralisable :

@ super-réduction (Hilali-Wazner) de systémes différentiels,
& autres systémes d’'équations fonctionnelles.

o Géomeétrie sous-jacente a I'espace des réseaux : immeuble
affine de Bruhat-Tits.
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