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Méthode double-exponentielle
[Takahasi&Mori,1974]

e Formule des trapézes pour g a décroissance DE
lg(x)] < Me="

h~ ~log D

Ol

D chiffres avec = D log D évaluations.
e Cas général : changements de variables choisis selon
I'intégrande

FEl SMeMx e R |f(x)] < M(1+[x]) % x € R

. t = sinh(u) : i z
o x = sinh(t /\/\ -

lg(x)| < Me == ™ o : ©
707% ‘XXL’H’" \fanh(u)

0 o -1 1
[f(x)| < Me™*,x>0 If(x)| <M, x€[-1,1]



Insuffisances

Méthode trés efficace

gp > \p100
realprecision = 105 significant digits (100
digits displayed)
gp > oo=[1];
gp > intnum(t=-00,00,1/(1+t"~2))-Pi
time = 116 ms.
%3 = 0.E-105

...Mmais pas prouvée.

gp > intnum(t=-00,00,1/(1+(t+10)"~2))-Pi
time = 104 ms.
%4 = 6.79601547... E-11




Résultat type

Théoréeme 0.1

Si f est une fonction définie sur [—1,1], holomorphe sur D(0, 2),

alors pour tout n > 1
5
< | e* sup |f] | exp (— ! )
D(0,2) log(5n)

logBn) 5, = 7&571?;;1(&’;3))2 et xx = tanh(sinh(kh)).

‘/11 £(x) dx — ki af ()

—n

avec h =




Théorie



Formule de Poisson

g(x) = 0(x72), g € C*(R), g(X) = [ e 2™ g(t)dt

Y glk)=) &k

keZ keZ

hY sk +h Y gk = [ g+ ¥ a()

|k|>n k=-—n keZx*
S—~— —~
@ @




Formule de Poisson

g(x) = 0(x?), g € 2(R), §(X) = [y e 2™tg (1) dt

Y glk) =} &k

keZ keZ
n ok
hy glkh)y+h), g(kh)Z/g+ Y &(3)
|k|>n k=—n R keZ*
N—— — N’
@ @

Erreurs ®(nh) et @(3).
La formule est intéressante si g et & sont simultanément
rapidement décroissantes.



Principe d'incertitude

Theorem
Soit g: R — R telle que

o g(x) = O(e k™)

e g(x) = O(e~=h")
1 1
BBt

En particulier I'intégration de g par la méthode des trapézes
demande un nombre d’évaluations de g au moins linéaire. Si g n'est
pas entiére |'inégalité est stricte.



Théoréme principal

Soit g : R — R une fonction vérifiant

@ g posséde un prolongement holomorphe sur une bande
Ar=R+i]—11[;

0 |g(x)| < Mye=*"™ sur R avec a, g>0;
© |g(2)| < MaeMZHAe™ s AL avec v < B;

alors, pour tout D > 0, avec des valeurs explicite de h et n vérifiant

21T log(D + log(M1))
h~ —————— et no~
D+log(My) & " hp

on a

|/Rg—h Y g(kh)| <eP.

k=—n




@ : erreur de troncature

Si |g(x)| < Mye ™™ sur R,

) g (kh)| £ Mye~"

k>n

nhﬁwAllog D + log My _
B %

Bnh

on pose



@ : erreur de quadrature

Deux ingrédients :

e Paley-Wiener
«régularité de g <> décroissance de g»



@ : erreur de quadrature
Deux ingrédients :
e Paley-Wiener
«régularité de g <> décroissance de g»
Theorem
Si g posséde un prolongement holomorphe 8 Ar = R+ i[—T, | et
vérifie :
o [lgC- =Dl +llg(- +iD)lly = Ma(1) < oo,
o g(x+it) —x—teo 0 uniformément en t < T,
alors |&(x)| < My(t)e= 27T,

k -D 2



@ : erreur de quadrature

Deux ingrédients :
e Paley-Wiener
«régularité de g <> décroissance de g»

e Phragmen-Lindeldf
«extension des variations exponentielles»



@ : erreur de quadrature

Deux ingrédients :
e Paley-Wiener
«régularité de g <> décroissance de g»
e Phragmen-Lindeldf
«extension des variations exponentielles»
Theorem
Si g est holomorphe sur A+ et vérifie
o |g| = O(e‘“emx‘) surR;
o |g| < Msurig;
alors pour t < T, |g(x £ it)] < Me—%¢"™ | avec

ae = a(cos(Bt) — ts;:.((!;?))

— valeur explicite de My (t) = ||g(- £ it)]|;.




Changements de variable

y 2)l < (1+\z\
o AN < My
IF () < Mye

Xm(T

M,
(T+]x])*

Yu(r)

Ifl < My
F(2)| < Mael

B
=

Dans chacune des situations ci-dessus, la méthode

double-exponentielle permet de calculer [ f a précision absolue D
Dlog D

5o==) évaluations de f.

prouvée avec O(




Pratique



Exemples

/
z AL

R % sh(sh(t)) poles ¢ AL



Exemples

z A’T
& sh(sh(t)) poles & AL v

R H7
Jr 102 Tt (z— 1o sh(sh(t)) pole € AL, T >0.04 X



Petite valeur de tau
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Petite valeur de tau

?
?
?
%6
?
YA
?
%8
?
%9

\p1000
realprecision = 1001 significant digits (1000
digits displayed)
f(z)=1/(1+z"2);
D=1000%*1og (10) ;
show (asinh (asinh (10+1I)))
= 1.8198999017302092895 + 0.03132601926270185771*1
tau=0.03;h=pas_h_shsh(tau,1,1,D) ;show(h)
= 8.183792956273686739 E-5
n=ceil (asinh(asinh (2%10~1000+10)) /h) ;show(n)
= 103077
Pi-integration_shsh(z->f(z-10) ,h,n,1)
= 7.729969385579881748 E-1001




dz
R 1+z2

fﬁA1+-z 10)2
100 4y
—100 1+22

sh(sh(t))
sh(sh(t))
100 th(5 sh(t))

Exemples

A,
poles ¢ AL
péle € AL, T > 0.04
pdle € AL, T > 0.06

X



dz
R 1—|—z2

f]R 1+(z— 10
100 4z
—100 1+22

6722 dz
R 14eiz-1

sh(sh(t))

sh(sh(t))

100 th(5 sh(t))
sh(t)

)
)

Exemples

A,
poles ¢ AL
péle € AL, T > 0.04
pdle € AL, T > 0.06
pole € AL, VT

X X X N



Ligne de poles
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R

Je w70

dz
1—|—z2

1+z 10

100 4y
—100 1T+22

R

Je T

e ?dz
1+ez-1

1—1—/2

Exemples

z AL
sh(sh(t)) poles ¢ AL
sh(sh(t)) péle € AL, T > 0.04

100 th(5 sh(t)) pole € A%, T > 0.06
sh(t) pole € AL, VT
sh(t) I" croit pour T < 0

X X X X N



dz
R 1—|—z2

f]R 1+(z— 10
100 4z
—100 1+22

6722 dz
R 1+4eiz—1

f]R (14 iz)dz

f]R e~ ch(z)+ich(2z) 4,

sin(z)dz
f]R %

Exemples

z AL
sh(sh(t)) poles ¢ AL
sh(sh(t)) péle € AL, T > 0.04

100 th(5 sh(t)) pole € A%, T > 0.06
sh(t) pole € AL, VT
sh(t) I" croit pour T < 0

t LY(R = iT) énorme

sh(sh(t)) sin(ie’) explose

X X X X X X N



Extensions



Fonctions méromorphes

Si p est un pole de g, de résidu r, :
g(X) = / e_zi”Tth(t) dt + 2i7TejF2’."Xpr‘O
R+tit
Donc pour des péles de f

€zrp 2M,

k
YEp-an Y, Y <
keze N 02 g 1) € /1| T emT/h—1

avec €, le signe de Imz.



Prise en compte des résidus

?
?
?
%6
?
YA
?

%8
?

%9
?
?

hi

\p1000
realprecision = 1001 significant digits (1000
digits displayed)
f(z)=1/(1+z"2);
tau=Pi/2.2;
h=2%Pi*tau/(1000%log(10)+log(2/cos(tau))) ;show(h)

= 0.003892182386142456451
n=ceil (asinh (asinh (2*10~1000))/h)
= 2168
Pi-integration_shsh(f,h,n,1)
= 0.E-1001

diff=Pi-integration_shsh(z->f(z-15) ,h,n,1) ;show(diff

)

= 2.988841749810731359 E-14
Rho=[15+1,15-1];Res=[-1/2,1/2];
diff+poles_shsh (Rho,Res,h)
1 = -2.9500027961671405652 E-1002 + 0.E-1014x*1




dz
R 1—|—z2

f]R 1+(z— 10
100 4z
—100 1+22

6722 dz
R 1+4eiz—1

f]R (14 iz)dz

f]R e~ ch(z)+ich(2z) 4,

sin(z)dz
f]R %

Exemples

z AL
sh(sh(t)) poles ¢ AL
sh(sh(t)) péle € AL, T > 0.04

100 th(5 sh(t)) pole € A%, T > 0.06
sh(t) pole € AL, VT
sh(t) I" croit pour T < 0

t LY(R = iT) énorme

sh(sh(t)) sin(ie’) explose

X X X S N8 S



Décalage de chemin

fonction gamma sur une droite
verticale



Décalage de chemin

fonction gamma sur une droite
verticale



dz
R 1—|—z2

f]R 1+(z— 10
100 4z
—100 1+22

6722 dz
R 1+4eiz—1

f]R (14 iz)dz

f]R e~ ch(z)+ich(2z) 4,

sin(z)dz
f]R %

Exemples

z AL
sh(sh(t)) poles ¢ AL
sh(sh(t)) péle € AL, T > 0.04

100 th(5 sh(t)) pole € A%, T > 0.06
sh(t) pole € AL, VT
sh(t) I" croit pour T < 0

t LY(R = iT) énorme

sh(sh(t)) sin(ie’) explose

SN NN



Exemple d'utilisation



precision

10000

1000

100

erfc(x) =

—i

comparaison avec MPFR

Fonction d'erreur

10000

-6

MPFR 50 fois plus rapide

formule 400 fois plus rapide



Fonction gamma incompléte

On calcule Tinc(s, x) = fxoo tse*t% pours € Cetx ¢ R_.




Fonction gamma incompléte

On calcule Tinc(s, x) f tSet dt pourseCetx ¢ R_.




Fonction gamma incompléte

On calcule Tinc(s, x) = fxoo tse*t% pours € Cetx ¢ R_.

s




Fonction gamma incompléte

On calcule Tinc(s, x) = fxoo tse*t% pours € Cetx ¢ R_.




Fonction gamma incompléte
On calcule Tipe(s, x) = fxoo tse_t% pours € Cet x ¢ R_.

|57 1e™! | < M(X, T,5) explicite

e

2DlogD 4\ aluations.
Vis

Tinc(s, X) calculable a précision D en n ~
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