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Méthode double-exponentielle
[Takahasi&Mori,1974]
• Formule des trapèzes pour g à décroissance DE

|g(x)| 6 Me−e|x|

h ≈ 1
D ≈ log D

D chiffres avec ≈ D logD évaluations.
• Cas général : changements de variables choisis selon
l’intégrande
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x = sinh(t)

x = et−e−t

t = sinh(u)

t = tanh(u)

|g(x)| 6 Me−e|x|

| f (x)| 6 Me−|x|, x ∈ R

| f (x)| 6 Me−x, x > 0

| f (x)| 6 M(1 + |x|)−α, x ∈ R

| f (x)| 6 M, x ∈ [−1, 1]



Insuffisances

Méthode très efficace

gp > \p100
realprecision = 105 significant digits (100

digits displayed)
gp > oo=[1];
gp > intnum(t=-oo ,oo ,1/(1+t^2))-Pi
time = 116 ms.
%3 = 0.E-105

...mais pas prouvée.

gp > intnum(t=-oo ,oo ,1/(1+(t+10) ^2))-Pi
time = 104 ms.
%4 = 6.79601547... E-11



Résultat type

Théorème 0.1

Si f est une fonction définie sur [−1, 1], holomorphe sur D(0, 2),
alors pour tout n > 1
∣∣∣∣∣
∫ 1

−1
f (x)dx −

n

∑
k=−n

ak f (xk)

∣∣∣∣∣ 6
(
e4 sup

D(0,2)
|f |
)
exp

(
− 5n
log(5n)

)

avec h = log(5n)
n , ak = h cosh(kh)

cosh(sinh(kh))2 et xk = tanh(sinh(kh)).



Théorie



Formule de Poisson

g(x) = O(x−2), g ∈ C 2(R), ĝ(X ) =
∫
R
e−2iπXtg(t)dt

∑
k∈Z

g(k) = ∑
k∈Z

ĝ(k)

h ∑
|k |>n

g(kh)

︸ ︷︷ ︸
¬

+ h
n

∑
k=−n

g(kh) =
∫

R
g + ∑

k∈Z∗
ĝ(

k
h
)

︸ ︷︷ ︸
­

h nh−nh
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­

Erreurs ¬(nh) et ­( 1
h ).

La formule est intéressante si g et ĝ sont simultanément
rapidement décroissantes.



Principe d’incertitude

Theorem
Soit g : R→ R telle que

• g(x) = O(e−α1|x |β1
)

• ĝ(x) = O(e−α2|x |β2
)

alors
1
β1

+
1
β2

> 1.

En particulier l’intégration de g par la méthode des trapèzes
demande un nombre d’évaluations de g au moins linéaire. Si g n’est
pas entière l’inégalité est stricte.



Théorème principal

Soit g : R→ R une fonction vérifiant

1 g possède un prolongement holomorphe sur une bande
∆τ = R+ i ]− τ, τ[ ;

2 |g(x)| 6 M1e−αeβ|x |
sur R avec α, β > 0 ;

3 |g(z)| 6 M2eλ|z |+Aeγ|z |
sur ∆τ avec γ < β ;

alors, pour tout D > 0, avec des valeurs explicite de h et n vérifiant

h ' 2πτ

D + log(M2)
et n ' log(D + log(M1))

hβ

on a ∣∣∣∣∣
∫

R
g − h

n

∑
k=−n

g(kh)

∣∣∣∣∣ 6 e−D .



¬ : erreur de troncature

Si |g(x)| 6 M1e−αeβ|x |
sur R,

∑
k>n
|g(kh)| / M1e−αeβnh

on pose

nh ≈ 1
β
log
(
D + logM1

α

)
.



­ : erreur de quadrature

Deux ingrédients :
• Paley-Wiener

«régularité de g ↔ décroissance de ĝ»

• Phrägmen-Lindelöf
«extension des variations exponentielles»

Theorem
Si g est holomorphe sur ∆τ et vérifie

• |g | = O(e−αeβ|x |
) sur R ;

• |g | 6 M sur ∆τ ;

alors pour t < τ, |g(x ± it)| 6 Me−αteβ|x |
, avec

αt = α(cos(βt)− sin(βt)
tan(βτ)

).

→ valeur explicite de M2(t) = ‖g(· ± it)‖1.
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donc ­ =
∣∣∑k∈Z∗ ĝ(

k
h )
∣∣ 6 e−D pour h 6 2πτ

D+log(4M2(τ)+1) .

• Phrägmen-Lindelöf
«extension des variations exponentielles»

Theorem
Si g est holomorphe sur ∆τ et vérifie

• |g | = O(e−αeβ|x |
) sur R ;

• |g | 6 M sur ∆τ ;

alors pour t < τ, |g(x ± it)| 6 Me−αteβ|x |
, avec

αt = α(cos(βt)− sin(βt)
tan(βτ)

).

→ valeur explicite de M2(t) = ‖g(· ± it)‖1.



­ : erreur de quadrature

Deux ingrédients :
• Paley-Wiener

«régularité de g ↔ décroissance de ĝ»
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Changements de variable

τ
sin(τ)

| f (z)| 6 M2eA|z|γ

| f (x)| 6 M1e−α|x|β

∆′τ

−∞ ∞

| f (x)| 6 M1
(1+|x|)α

| f (z)| 6 M′
2

(1+|z|)1+γYm(τ)

Xm(τ)

∆′τ

| f | 6 M1e−αxβ

| f (z)| 6 M2eλ|z|
∆′τ

τ

−Xm

0 ∞ | f | 6 M1

| f | 6 M2

Ym(τ)

Xm(τ)
a b

Dans chacune des situations ci-dessus, la méthode
double-exponentielle permet de calculer

∫
f à précision absolue D

prouvée avec O(D log D
2πτ ) évaluations de f .



Pratique



Exemples

z ∆′τ∫
R

dz
1+z2 sh(sh(t)) pôles /∈ ∆′τ X

∫
R

dz
1+(z−10)2 sh(sh(t)) pôle ∈ ∆′τ, τ > 0.04 5

∫ 100
−100

dz
1+z2 100 th(π

2 sh(t)) pôle ∈ ∆′τ, τ > 0.06 5
∫
R

e−z2
dz

1+e iz−1 sh(t) pôle ∈ ∆′τ, ∀τ 5
∫
R

Γ(1+ iz)dz sh(t) Γ croît pour τ < 0 5
∫
R
e− ch(z)+i ch(2z) dz t L1(R± iτ) énorme 5

∫
R

sin(z)dz
z sh(sh(t)) sin(iet) explose 5
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Petite valeur de tau

−∞ ∞



Petite valeur de tau

? \p1000
realprecision = 1001 significant digits (1000

digits displayed)
? f(z)=1/(1+z^2);
? D=1000* log (10);
? show(asinh(asinh (10+I)))
%6 = 1.8198999017302092895 + 0.03132601926270185771*I
? tau =0.03;h=pas_h_shsh(tau ,1,1,D);show(h)
%7 = 8.183792956273686739 E-5
? n=ceil(asinh(asinh (2*10^1000+10))/h);show(n)
%8 = 103077
? Pi -integration_shsh(z->f(z-10),h,n,1)
%9 = 7.729969385579881748 E-1001
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Ligne de pôles
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Extensions



Fonctions méromorphes

Si ρ est un pôle de g , de résidu rρ :

ĝ(X ) =
∫

R±iτ
e−2iπτXtg(t)dt + 2iπe∓2iπXρrρ

Donc pour des pôles de f
∣∣∣∣∣∣ ∑
k∈Z∗

ĝ(
k
h
)− 2iπ ∑

ρ∈Zτ

∑
ϕ−1(ρ)

εz rρ
e−εz2iπz/h − 1

∣∣∣∣∣∣
6 2M1

e2πτ/h − 1

avec εz le signe de Imz .



Prise en compte des résidus

? \p1000
realprecision = 1001 significant digits (1000

digits displayed)
? f(z)=1/(1+z^2);
? tau=Pi /2.2;
? h=2*Pi*tau /(1000* log (10)+log (2/ cos(tau)));show(h)
%6 = 0.003892182386142456451
? n=ceil(asinh(asinh (2*10^1000))/h)
%7 = 2168
? Pi -integration_shsh(f,h,n,1)
%8 = 0.E-1001
? diff=Pi-integration_shsh(z->f(z-15),h,n,1);show(diff

)
%9 = 2.988841749810731359 E-14
? Rho =[15+I,15-I];Res=[-I/2,I/2];
? diff+poles_shsh(Rho ,Res ,h)
%11 = -2.9500027961671405652 E-1002 + 0.E -1014*I
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Décalage de chemin

δ

θ

→∞
→ 0

→ 0

fonction gamma sur une droite
verticale
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Exemples
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Exemple d’utilisation



Fonction d’erreur

erfc(x) =
−i
π

e−x2
∫

R

e−z2

z − ix
dz

comparaison avec MPFR

gp/mpfr

 1  10  100  1000  10000

value

 100

 1000

 10000

p
re

c
is

io
n

−6

−4

−2

 0

 2

 4 MPFR 50 fois plus rapide

formule 400 fois plus rapide



Fonction gamma incomplète

On calcule Γinc(s, x) =
∫ ∞
x tse−t dt

t pour s ∈ C et x /∈ R−.

X

0
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Fonction gamma incomplète
On calcule Γinc(s, x) =

∫ ∞
x tse−t dt

t pour s ∈ C et x /∈ R−.

X
θ

τ

0

∣∣ts−1e−t
∣∣ 6 M(X, τ, s) explicite

Γinc(s,X ) calculable à précision D en n ∼ 2D log D
π2 évaluations.
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