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Probleme

SoitK un corps fini.

» But: «Approcher une série de Laurefite K((T)), algébrique, par des fractions
rationnellesP, /Qn € K(T) :

P
|Qnl” < ‘f - < |Qnl’.

Qn

> |dée: Troncationdu développement en série de Laurenf @ecertains endroits « bien
choisis » en utilisant une approche qui combine la théoriendetbres, la théorie des
automates finis et la combinatoire des mots.

» Motivation : Absence du théoréme de Rothdifficile d’obtenir des informations sur les
mesures d'irrationalitées séries de Laurent algébriques.
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Séries de Laurent a coefficients dans un corps fini

» Dans cet expos@ désigne un nombre premieretine puissance de

» Rappelons 'analogie entre les deux séries d'inclusionsates :

Fq[T]
n
Fq(T)
n
Fq((T~1).

DO ©O© DO N
X

> On définit unevaleur absolue ultramétrigqumar

fl=qg si f= > aT "#0 an#0, et |0=0.

n>—ng

Le corpsFq((T~1)) est le complété dBq(T) pour cette valeur absolue.
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Séries de Laurent algébriques

Définition. Une série de Laurerite Fq((T~1)) estalgébriquesurFq(T) s'il existe
P € Fq(T)[X], non nul, tel qué>(f) = 0. Sinon, elle est diteanscendantsurFq(T).

Exemple de Mahler.La série
(M) =Y TP e Fpl[TY]
n>0

est racine du polynéme
TXP —TX+1=0.

En effet, si 1 1 1
MM ==4+—=+— ,
m(T) T+Tp+Tp2+
alors " " " .
FPM) ="+ — 4+ — ... =fy(T) = =
M( ) TP+TP2 +Tp3 + M( ) T

ce qui implique
THY(T) — Thu(T) + 1 = 0.

Remarque.Lesp racines de I'equation soat+ fy (T), poura € Fp.



Séries de Laurent algébriques

Exemple de Thue-MorseSoitfy(T) := > taT~" € Fo((T1)), out := (tn)n>0 est la suite :

¢ 1 si(n) contient un nombre impair de 1
n =
0 sinon.

Remarque.tzn = tn mod 2 ettyh1 = (th +1) mod 2
Ainsi

(M) =D tnT 24+ > tona T2 =D T2+ T > ()T

et alors

1
fi(T) = f(T?) + =f(T? .
t(T) = fi( )+Tt( )+T2—1

Ainsi la sérief; satisfait I'équation algébrique suivante :

(T+ 13+ T(T+1)2X+T2=0.
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Suites automatiques

Définition. Une suitea = (an)n estk-automatiques’il existe un automate fini qui produat,
comme sortie quand I'entrée est le développement enkbdsa.

Exemple de Mahler.La suitea := (an)n>o définie par

1 sin est une puissance ge
an =
0 sinon

estp-automatique car elle peut étre engendrée par I'automaterguiv
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Suites automatiques ek-noyaux

Exemple de Thue— MorseCette suite est 2-automatique car elle peut étre engendrée pa
I'automate suivant

(0] 0

1
—

~—_
1

Si I'entrée esW := 11001, on obtient 1 et dorigs = 1.
Rappel.Pour toutn > 0 ona:top = tn mod 2 ettany1 = (th +1) mod 2.

Définition. Pour tout entiek > 1, lek-noyaudea := (an)n>0 est 'ensemble défini par :

Nk(a) = {(ak'n+j)020 |i>0et0<j< ki} .

Théoreme (Eilenberg, 1974)Une suite esk-automatique si et seulement si denoyau est un
ensemble fini.
Exemple.On aN3(t) = {(tn)n>0, (tant1)n>0}-
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Suites automatiques et morphismes de monoides libres

Morphisme. SoientA, B deux alphabets finis. Umorphismeest une application
o : A* — B* telle ques(UV) = o(U)o (V) pour tous les mots),V € A*.

Un morphisme est dit-uniformesi chaque lettre a pour I'image un mot de longuleusi
I'image d’une lettre est une lettre, alors le morphisme estlépmelage

Théoreme (Cobham, 1972)Une suitea estk-automatique si et seulement si il existe une lettre
a, un morphismek-uniformeo etun codagep tels quea = p(c>°(a)).

Exemple.La suite de Thue—Morse peut étre caractérisée comme suit :
t := (t)n>0 = 0110100110010110100101: = 5°°(0),

ou o est défini paw(0) = 01,0(1) = 10.
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Séries algébriques et suites automatiques

Théoréme (Christol, 1979) Soitf une série de Laurent a coefficients déigsAlors f est
algébrique suFq(T) si et seulement si la suite de ses coefficientpesitomatique.

Remarque.Pour toutm > 1, une suitea = (an)n>0 estk-automatique si et seulement si elle
estkM-automatique.

Théoréme (Cobham, 1969)Soita = (an)n>0 uUne suite a valeurs dans un alphabet fini. Soient
k etl deux entiers multiplicativement indépendants (c’est-a-ttigk/ log| est irrationnel).
Alors a estk etl-automatique si et seulementasést ultimement périodique.



Approximation rationnelle des séries de Laurent algébriques
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Approximation rationnelle des séries de Laurent algébriques

Question. Dans quelle mesure peut-on approcher les nombres irrationnels par des nombres
rationnels?

» Pour¢ € R\ Q on définit 'exposant d'irrationalitéou mesure d'irrationalitgu (&)
comme le supremum des nombres réefour lesquels I'inégalité

-8<d
ql — lal”
possede une infinité de solutions rationnefi¢g.

» On a une définition analogue pour les séries de Laurent adeets dans un corps fini :
on remplace les nombres rationnels par les fractions ratilesne
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Résultats généraux

Inégalité de Liouville (1849).Si ¢ € R algébrique irrationnel de degds alors
1(&) € [2,d].

Dans le corp&q((T~1)) ~ Mahler (1949).

Théoreme de Thue (1909)Si £ € R algébrique irrationnel de degdg alors
uE) €24 +1.

Dans le corp&q((T~1)) ~ Voloch (1988) de Mathan-Lasjaunias (1996)seulement
pour certaines séries algébriques

Théoreme de Roth (1955)Soienté un nombre algébrique irrationnelet> 0. Alors
I'inégalité

1
q2+s

p
-2l
q
ne posséde qu’unombre fini de solutionmationnellesp/q et doncu(§) = 2.
Schmidt (1999), Thakur (1999) Pour touts € [2, co[NQ, il existef (T) algébrique sur

Fq(T) telle quen(f) =s.
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Une mesure d’irrationalité générale

Théoreme (F., 2010)Soitf = Y ~a.T~" € Fq((T~1)) algébrique suFq(T). Alors on a
n>0

u(f) < p*tle,

ousest le cardinal dp-noyau de la suite = (an)n>o etele nombre d'états de 'automate
minimal engendrard (dans le sens direct).

Remarque.En pratique, on peut améliorer cette borne et on peut éliminéépendance en
p-noyau. Dans les meilleurs cas, on peut obtenir la valeurtexi!'exposant.
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Un lemme d’approximation

Lemme. Soitf une série de Laurent & coefficients déigsSoients, p etd des nombres réels
tels que 0< § < p etd > 1. On suppose qu'il existe une suite,/Qn)n>1 de fractions
rationnelles a coefficients dafig telles que :

; 1 P 1
0 o < |f - & < g

(i) |Qnl < [Qna| < [Qnl’.

Alors I'exposant d'irrationalité dé, p(f), vérifie :

0(1+p)

146 <u(f) < ==

Remarque.De plus, si on suppose pour tauassez grand qué®n, Qn) = 1, alors
0
146 < p(f) <maxl+p, 1+ 5)'

Dans ce dernier cas, 8i= p > /0, on obtienta valeur exacte de I'exposant
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Construction de bonnes approximations rationnelles

Soitf(T) = Y psoanT "€ Fq((T~1)) algébrique SuFq(T).
Christol + Cobham ~ Il existe un morphisme-uniformeos : A — A et un codage

¢ A Fqtels que
a:=a@yay- - = p(c>(a))-

» Principe des tiroirs ~ Il existew € Q, w > 1, et deux mots finit) etV tels queUv"
soit préfixe dea := agayay - - - .

» Pour toutn € N, on poséJ, := p(a"(U)) etVy := ¢(a"(V)).
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Construction de bonnes approximations rationnelles

Pour toutn € N, la suite des coefficients decommence pat), Via Vi - - - Vi.
N———

w fois

Pour toutn € N, on notePn/Qn la fraction rationnelle dont le développement en série de
Laurent est la suite (ultimement périodiqu&) VnVnVp - - -
N——

une infinité de fois

» On obtient alors :
1 N [UnV|

———, oud =
- ‘Qn|1+5 |UnVn|

-3
Qn

» Siles deux suites ont en commun que les prentiighg chiffres~ égalité.

» Lelemme d’approximatior~ encadrement de I'exposant d'irrationalité.

Remarque.Cette approche a été déja utilisée, dans le contexte des esmémls automatiques,
par Adamczewski et Cassaigne (2006), Adamczewski et Rivé@2 Adamczewski et
Bugeaud (2010).
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L'étude de coprimalité

Soientk := |U| et := |V|. On peut montrer que les dénominateurs

n

Qn(T) = T 414" — 1) = T"-1(T¢ _ 1)P".

Remarque.Soitn € N*. On a(Pn, Q) = 1 (surlFg(T)) si et seulement si

(i) Pn(0) # 0 (condition qui peut étre vérifiée facilement),
(i) pour touta € Fp, tel quea’ = 1,Pn(a) # 0.
On peut aussi montrer quRa(T) = PUn(T)(T‘fF’n — 1) + Py, (T).
Notation. SiU = agay - - - as_1 alorsPy (T) := agTS 1+ ay TS 2 4+ .- - + as_1.

Remarque.Poura € Fp, tel quea’ = 1,

Pn(a) = Pv,(8) = Py(on(v)) (8)-
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Le calcul des numérateurs

Soito : A3 — A le morphisme 3-uniforme défini par :

o(0) = 010
o(l) = 210
c(2) = 001
Les polyndmes associés :
Proy(T) = T
P,y(T) = 2T24T
Po(z) (m = 1.

On associe au morphismaela matrice :

T24+1 T O
Mg (T) = 1 T T?
T2+T 1 O
On a alors
P, ) (T) T241 T 0
Py | = 1 T T2

P, (2)(T) T24T 1 0
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Matrices associées aux morphismes

En général,ona:

Po(o ) (T) »(0)
Po(o T 1
ol (_1>>( )L M(T) e(1)

Pgo(o'(m—l))(T) @(mf 1)

Remarque.Pour determinePy, (T) = P, ,n(v))(T), on va s'interesser Blyn (T).
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Matrices associées aux morphismes

Proposition. Soito un p-morphisme défini sudm. Alors pour toutn € N* on a
n—1 n—2
Myn(T) = Mo (TP )Mo (TP ) - My (T)
ouM, (T) est la matrice associéera
Remarque.Sia € Fp, alors pour toun € N,ona:
Myn(a) = Mg (a)".

Proposition. Si V est un mot fini sur I'alphabet\m eta € Fp, alors la SUItE{P, (50 (vy) (8))n>0
estultimement périodique
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Résumé

e On a ungormule explicitepour les numérateui,(a), a I'aide de la matrice associée au
morphisme.

e La suite(Pn(a))n>0 est ultimement périodique. De plus, la période et la pré-gérite la
suite(Pn(@))n>0 peuvent étréornées de maniere explicite

e Pour tester sP, et Qn sont premiers entre eux pour touaissez grand, il suffit de tester, pour
lesa (racines/-iemes de 'unité), sPn(a) est différent de @our un nombre fini d’entiers.
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Exemple

» SoitP le polyndme irréductible, a coefficients ddngT), défini par :
T

PX)=X* 4+ X+ — -
) + +T4+1

> Soitf = 3", ~0a T~ " l'unique racine dans le corf@& ((T~1)). La suite des coefficients
a = (an)n>o est engendrée par le 4-automate suivant :

0,1,2 0,3
3
e
1,2
» De plus, on peut montrer qee= o°°(0), ol o est le morphisme défini par :
o(0) = 0001
o(1) = 1001

Proposition. On au(f) = 3.

Le théoréeme déiouville-Mahler implique seulement que(f) < 4.
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Construction des approximations rationnelles

La suitea commence par 0001 0001 000A01.- - -, donc pour touh € N, la suite des
N e’

motifs répétitifs
coefficients déd commence par

f := ¢"(0001) +"(0001) o"(000D) 1 - - - .

La sérief est «proche » de la série rationnelle dont le développement es
Pn

n

:= ¢"(0001)5"(0001) &"(0001) c"(0001) - - - = (o"(0001))>°.

Plus précisément,

’ Pn 1
f——|= 3
Q| |Qnl
Ainsi, le lemme d’approximatioimplique :
3<p(f) <6

Si de plus(Pn, Qn) = 1 alors
u(f) =3.
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Coprimalité des polynémes

De plus,Qn(T) = T4 — 1= (T — 1)*" etPn(T) = Pyn(g) (T).

Ainsi (Pn, Qn) = 1 si et seulement $,(1) # 0, pour toutn assez grand.

. o TE4T24T 1
La matrice associéeaestM, (T) = .
T2+ 7T T+1

SiT = 1, on obtient :
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Coprimalité des polynémes

> PuisqueM,n (1) = M, (1)", on obtient alors :

1 1
Mon 1) = 3
w-(53)
ce qui permet de montrer :

Poy(T) \ _ (1 1 o\ (1
Pony(T) /L 0 © 1) \o/)’

» Par conséquenkn(1) = P,n(1) = 1 # 0, pour toutn. Donc(Pn, Qn) = 1 surFp(T).
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Perspectives

Utiliser cette approche afin d’obtenir des résultats plésigrpour des familles particulieres de
séries de Laurent algébriques.

» Quelles propriétés doivent satisfaire le morphisme ou l'auatie afin d’obtenir des
approximations rationnelles irreductibles ?

» Quelles propriétés doivent satisfaire le morphisme ou l'auatie afin d’obtenir la valeur
exacte de I'exposant ?
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Perspectives

Etendre cette approche a certaines séries de Laurentératasttes.
Exemple - 'analogue der
Il existe une fonctiorg définie dans le module de Carlitz, pour teut O :
1
¢(s) = Z ps’

P FqlT]

P unitaire

Siq — 1jsalors¢(s) = Igrs ours € Fg(T) etIlq est défini par

[e'e) l —1
Hq:H(l— qufl)

i=1

I1q est transcendant siig(T)

(plusieurs preuves, en particulier, preuve « automatiqééleiche, Berthé)).
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Perspectives

Soita = (an)n>o0 Une suite a valeurs daify etf (T) = Zn>n0 anT—".

» Lafonction de complexitélea est définie par :

p(a,m) = Card{(a,8+1,--,&+m-1) | j >0} .

» On définit alors la fonction de complexitéarp(f, m) = p(a, m).

,m) = O(m?). Siq > 3, alorsp(i, m) = O(m).

1
Théoréme (F., 2009)Siq = 2, alorsp(—
I, Iq

Remarques.
Cela donne, en particulier, une autre preuve de transceadsgil, surF,(T).

Résultat platosurprenant On s’attend quep(m, b, m) = b™ pour toutb > 2 etm > 1
(conjecture de normalité).

Bassecomplexité~ Motifs répétitfs~» Bornes pout’exposant d’irrationalité dél.
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