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Les polynémes d'une variable

Fq,4[x] I'ensemble des polynémes unitaires de degré d sur Fg

x4 + ac/_lxd’1 + -4+ a;x+ ag aicly
Ng = #Fq 4[x] = q°

lg = #{P € Fqq[x] | P est irréductible}

Théoréme
d
k

li=3 3" n(k)a

K|d
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Les polynémes d'une variable

Théoréme

1
o= Y n(k)gk

K|d

Preuve : x9" — x est le produit des polynémes unitaires irréductibles dans
Fq[x] dont le degré d divise n

q" = dl
d|n

Par la formule d'inversion de Moebius

Corollaire

T



Les polynémes de plusieurs variables

Klx1, ..., xn]

P(x,y) =) aix'y

P est réductiblesi P=Q x R

Q,R € K[xi,...,xn| non constants

Exemple : P(x,y) = x3 — 2x%y — xy3 + 2y* = (x — 2y)(x® — y?)
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Les polynémes sur F,

Fqlxi,. .., xn]

Ng = #Fq alx1, ..., ]

lg = #{P € Fqalx1,...,xn] | P est irréductible}

@ Formules pour /Iy

@ Proportion ,(,—CL —1

o Estimation de I'erreur 1 — —,(,d;
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Une formule de récurrence

Ny=1l;+ Ry

P = (lesz...) X (QixQéx) N

/

ay facteurs irréd. de degré 1 ap facteurs irréd. de degré 2

Les facteurs sont uniques et de degré < d

lag + 200+ -+ (d — Dag_1 =d

/k+§"‘_1) choix pour le terme produit des facteurs de degré k
k

Iy a (

Lemme

/ -1 lg_ 11
Id:Nd_ Z <1+::; )X...x(d1+ad1 )

g
lag+2ap++(d—1)ay_1=d d-1
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Algorithme

d+1
q -1 d(d+1)
Ng=("————)-q 2 =2
d ( g—1 ) q 2 (n )

Q Initialiser h = Ny = g(g + 1)
@ Supposons que nous avons calculer b, ..., 1y
© Appliquer la formule de récurrence

h+a—1 lg—1+ag-1—1
R T G e

1a1+2a2+-~~+(d—1)ad,1:d
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Exemple : polynémes

irreductibles dans T [x, y|

d Ny Iy A 1- %
1 6 6 1 -0.5

2 56 35 0.625 0.25

3 960 694 0.72291. .. 0.625

4 31744 26089 0.82185. .. 0.8125
5 2064384 1862994 0.90244. .. 0.90625
6 266338304 253247715 0.95084... | 0.95312...
7 68451041280 66799608630 | 0.97587... | 0.97656. ..
8 35115652612006 34608378752226 0.98811... | 0.98828...
9 35093612646875136 3s781375088234520 | 0.99410... | 0.99414. ..
10 | 73750047407810242496 | 73534241823793715433 | 0.99706... | 0.99707...
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Estimation

Théoréme
n=2

En particulier ,(,—‘L — 1 quand d — 40
Idée de la preuve : Les polynémes réductibles qui comptent le plus sont
ceux de la forme :

P= @ x R
~—~ N~~~
degré 1  degré d—1

Il'y en a environ l; X Iy_q
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Preuve : borne supérieure

Ri<h®ly_1+Pg-q° Ng_s

Hardy et Ramanujan

2d /2d
Py~ d\/_ exp( ?> et Py <exp <7r ?)

1
pour d assez grand Ry < Np - Ny_q - (1 + 3)
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Preuve : borne inférieure

Ry >2h®ly_1

Bilan : pour d assez grand d

1 1
N1-Nd1-(1——)<Rd<N1-Nd 1 (1+d>
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Applications

Théoréme (Ostrowski)

Si P € Z[xi,...,xn| est irréductible sur C alors pour p premier assez grand
(P modp) est irréductible sur F,

v

Théoreme (Ragot)

Soit P € Z[x, ..., xn]. Si (P modp) est irréductible sur Fj, et de méme
degré que P alors P est irréductible sur C

Développements récents 12 /17



Extensions

o Constantes explicites /y/Ny : J. von zur Gathen
e DL a l'ordre n

o DL a l'ordre 1 en fonction du bidegré (deg, P, deg, P)
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Polynémes indécomposables

Définition : P € K|[x,...,Xp] est décomposable sur K s'il existe
Q € K[x1,...,xn] et h € K[t], degh > 2 tels que

P = h(Q)

Exemple : P(x,y) = x2y?> + xy + 1, h(t) = t> + t + 1, Q(x,y) = xy
Si P est décomposable alors pour tout A € K, P(x1,...,%,) — A est
réductible

Théoréme (Stein & co)

K = K. Si P est indécomposable alors
Q Lespectre op = {\ € K| P(x1,...,xn) — X est réductible sur K} est
fini
Q F#op <degP
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Polynomes indécomposables modulo p

Théoréme (Bodin-Débes-Najib, Buzé-Chéze-Najib)
Soit P indécomposable a coefficients entiers,
Q alors pour p assez grand (P mod p) est indécomposable

@ et le spectre de (P mod p) est la réduction de op modulo p :

O(P modp) = (UP) mod p
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Polynémes indécomposables sur [F,

Théoréme
Q Ju/Ng —1

2]
d=p:Dy=q%q"~1)
d=p®:Dy=q""'No+(q — g7 })(q" — 1)
d=pp/, p<p :Da=q" Ny + "IN, + (g9 — 2gP**'~1)(¢" - 1)

© n =2, d est le produit de plus de 3 premiers :
(—1+3(4+1)(4+2)

q
D, ¥d = I(d+1)(d+2
N—d—ad Sag-fq4 avec dq2(+)(+)
d Ba = —
qZ

ot £ > 1 est le premier diviseur de d
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|dées de la preuve

P = ho @, décomposition unique si :

QO heKJt],degh>2, Q € K[x1,...,xn]
@ Q est indécomposable et unitaire, Q(0,...,0) =0

Lemme

d _
Jy= Ny — Z gt x Jy
d’|d,d'<d

Les polynémes décomposable de degré d en plus grand nombre sont les
ho Q avec degh = ¢ > 1 le plus petit diviseur de d
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