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Problematique

Soit K un corps de caractéristique 0, de cléture algébrique K.

On cherche a résoudre un systeme algébrique de dimension
nulle

fr=:-=fs=0,9#0,

oU f1y---5fs,9 € K[z1,...,x4y].

~ applications en géométrie algébrique effective, robotique, etc.



Descriptions de I'ensemble des solutions
1. Description ensembliste
2. Description algébrique
Calcul de la description ensembiliste
1. Dimension et position de Noether
2. Eléments primitifs et représentations univariées
3. Algorithme de résolution
4. Calcul des multiplicités
Calcul de la description algébrique
1. Localisation et intersection
2. Calcul du module localisé de courbe
3. Formes de Hermite et sommes de modules

Conclusion



Représentation univariée : un exemple

n=2K=Q

Lensemble des solutions du systéme
fi=(zd + (x2 — 1)* — 1) (2 — 2), .
fo = w3 — ] =

<
N

est
{(Oa 0)9 (_19 1)9 (13 1)9 (_\/59 2)9 (\/59 2)}

que I'on peut décrire par

—_

2131(2131—1)(1131—#1)(:13%—2):0, TTTT T T [T o]
21322213%. ’



Algorithmes de calcul d’une representation
univariee

Entrée : fla oo .f'n, - K[ml, coe ,CL‘n].
Sortie : une représentation univariée de 'ensemble des solutions
du systeme f; = --. = f,, = 0Sil est fini.

Deux familles d’algorithmes, liées a la représentation des

polynébmes de départ :

— algorithmes de réécriture : bases de Grobner, algorithme RUR
(Maple 11), résultants,...

— algorithmes par évaluation : travaux du groupe TERA (Giusti,
Heintz, Pardo, Lecerf, Salvy,...), algorithme Kronecker,
implementé en Magma (www.math.uvsq.fr/~lecerf)



N

~ (Ge n'est qu'une description ensem-
bliste.

w

fi= (] + (x2 —1)% = 1)(z2 — 2)

fa = (x2 — x7)

<
N

—_

(f17f2)
— (w%(a:l—1)(;1314—1)(;13%—2),332—;13%) _|2| ] |_|1| | |U|0 11 |1| T |2|
# (x1(x1—1) (1 +1) (25 —2), 22 — %) .
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Ideaux primaires de dimension nulle

Remarque
Soit g = H;Zl(w — pW)¥ € K[x]. Alors

(g) = (= — p(l))Vl NeeeN(z— p(s))uS.

Définition
Unidéal J de K[zq,...,x,] est dit de dimension nulle si
{(pla coe 9pn) < K’n’ Vf c j, f(pl, .« o 7pn) = O} est fini.

Un idéal de dimension nulle @ de K[z4,...,z,] est dit primaire si

{(p1s---,pPn) €EK", Vf € Q, f(p1,--..,Pn) = 0} contient
exactement un point.



Décomposition primaire

Exemple Soit g = [[;_; (z — p@)¥i e Kz].
Alors (g) = (z — pM)* N ...N (2 — pl®))ve.

Théoreme
Pour tout idéal de dimension nulle Z de K[z4,...,x,], il existe un
unique ensemble d’'idéaux primaires {Q1, ..., Qs} tels que

I:Q10°°°HQS.

Exemple

fi = + (x2 —1)% — 1,
fo = a2 — 2.
(flafZ) = (iB%,CIZz) M (wl — 1,23 — ]-) M

(iEl -+ ]_, ro — 1).




Algorithmes de décomposition primaire

Entrée : une famille f1,..., fs de polynémes.
Sortie : une famille de générateurs de “chaque” idéal primaire.

Algorithmes

[Gianni, Trager, Zacharias 88],
[Eisenbud, Huneke, Vasconcelos 92],
[Shimoyama, Yokohama 94],

[Decker, Greuel, Pfister 99],

[ Steel 05], [Gao, Wan, Wang 06]
(caracteristique positive et corps finis),...

~ ces algorithmes procedent par calcul de bases de Grobner ;
~ les polynbmes y sont représentés dans la base des monémes.
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Algebre locale

Pour p = (p1,...,Pn) € K* onnote K[[x1 — p1,--.,Tn — Pnl]

'anneau des séries formelles en 1 — p1,..., T, — pPn SUr K.
Exemple

T = (a}(@1— 1) (21 +1), 22 — 22),

IR ([[x1, z2]] = (23, z2).

Définition Lalgebre locale de p comme racine de Z est
D, = K[[x1 — P15+ Tn — Dn]]/ (D).
La multiplicité de p comme racine de Z est la dimension de D,.

Exemple
Do,0) = Kl[z1, z2]]/ (23, x2),
D(l,l) = K[[Jfl — 1,$2 — 1]]/(131 — 1,332 — ]_)
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Historique de la décomposition primaire :
cas de la dimension nulle

Entrée : une famille f1,..., fs de polynémes.
Sortie : pour toute racine du systéme, les matrices de multiplication
par les variables dans une base de son algebre locale D,,.

Algorithme Global

~ algébre linéaire dans K[z1, ..., xn]/(f1s---, fs)
(bases de Grobner)

— [Alonso, Becker, Roy, Wérmann 96] ,...

Algorithmes Locaux (apres le calcul d’'une racine p du systeme)
~ élimination dans K[[x1 — p1y- .., Tn — Pn]]

(bases standard, ordres locaux)

— [Mora 91], [Greuel, Pfister 96]

~ dualité entre polyndmes et opérateurs différentiels.

— [Mourrain 96), [Dayton, Zeng 05], [Leykin 08 (dim. positive)]
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Résolution geometrique et “Kronecker” solver

1990-1999 Algorithmes probabilistes théoriques avec un colt
polynomial en le degré géométrique pour calculer les racines
isolées : Giusti, Hagele, Heintz, Matera, Montana, Morais,
Morgenstern, Pardo, Sabia, Smietanski.

1999-2001 Algorithmes pratiques et implantation : Aldaz, Bruno,
Castano, Hagele, Heintz, Llovet, Marchand, Martinez, Matera,
Wachenchauzer, [Giusti, Lecerf, Salvy 01], [Magma Kronecker
packagel.

2001-2003 Genéralisations pour le calcul de la décomposition
équidimensionelle d’'une variété : Jeronimo, Lecerf, Krick,
Puddu, Sabbia, Sombra,...

2006 une preuve autonome, calcul des multiplicités des racines
isolées sans colt supplémentaire : [Durvye, Lecerf, 2007]

2007 Description algébrique des racines isolées : [Durvye, 2008]
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Calcul de la description ensembiliste
1. Position de Noether et module de courbe
2. Eléments primitifs et représentations univariées
3. Algorithme de résolution
4. Calcul des multiplicités

Calcul de la description algébrique

Conclusion

16



Position de Noether géenerale

Définition Soit Z un idéal de K[x1, ..., xy].

T est dit en position de Noether générale (p.N.g.) s’il existe r t.qQ.

- Klx1y..., 2] NZ = (0) (variables libres),

-VvVje{r+1,...,n},3qg € ITnNnK|[zx1,...,x.,x;] tel que
deg,.(q) = deg(q) (variables lies).

24
vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv
2

(x3 — 1) (T122 — 7)

~ 1 est alors la dimension de l'idéal.
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Position de Noether et spécialisations
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Le K[z, ...,x,.]-module B

Soit Z un idéal de K[xq,...,x,] en position de Noether générale,
et soit

B=K[x1,...,Z][®rt19e..sTn]/L.

Proposition
Le K[xq,...,2x,.]-module B est sans torsion si et seulement si Z
est r-équidimensionel (unmixed).

~ dans le cas d’'une courbe équidimensionelle, B est un
K[x1]-module libre de type fini.

Exemple
Klz1, z2]/ (22 4+ (x2 — 1)? — 1) est un K[z1]-module libre.
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Elément Primitif

Soit Z en p.N.g. radical, et Z/ = ZTK (21, ..., ;) [Trr1s. .. Tn].
Définition

On dit que x,.41 est primitif pour Z si ses puissances engendrent
le K(x1,...,x,)-espace vectoriel

B = K(®1ye- s Tp)[@rg1ye..sxn] /L.

Propriété utile
Si Z est un idéal de dimension nulle, et si 1 est primitif pour Z,
alors x1 sépare les racines de 7.

Exemple
a1 est primitif pour
V@l + (z2 —1)2 — 1,22 — a}).
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Représentations univariees

Soit Z un idéal radical équidim. en p.N.g., d’élt primitif x4 1.
B = K(®1ye-es@p)[Trg1ye..sxn]/T,

et q le polynbme minimal de z,.; dans B’.

Représentation univariée (RU)

Hvpta, e,y € K(z1, ..oy ) [rg1], deg(v;) < deg(g) — 1
tels que

A (q(wr—l—l)a Lpr42 — ’Ur+2(il3r-|-1), cee9glpn — Un(a?r+1))-

Représentation de Kronecker (RK) (aussi appelée RUR)
Nwpgoy...ywy € K(xry ..oy xp)[@rr1], deg(w;) < deg(q) — 1
tels que

Il — (Q($r+1), q,(wr—l—l)wr—l—Z — Wr429¢00y q,(mr—l—l)wn - wn)-
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Exemple

fi= (x2 —1)2+ (w1 + 222 + 423)% + 1
f2 = 2 — x2

Représentation univariée (RU) pour x-

Q—£132-|- (84—88x1) 3_|_ (4—6x2) 2_|_ (m1+w1)w2_|_ a3

185 185 185 185 °
rs —
370 p3 _ 861w, —168 2 10:1:3—1091;1—83j 13z —4x?
13633%4—32:131 2 1363;%4_32;1;1 2 13633%_'_32%1 2 136:8%4—32331 .

Représentation de Kronecker (RK) pour x»

4

(84—88x,) 3 (4— 6331) xr2 (:1:1—|—a31) L1
q=z3+ 185 5T g5 L2 T+ ~igs T2 T 185>
9q ___ 208xz;—64_3 , 64x] 2 16a:1
9z L3 = 185 T2 T Gg5 L2 T g5 T
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Représentation de Kronecker
Soit

7' = (q(wr-l—l)a q,(mr+1)mr+2_wr—|—2 (wr-|—1)a c ooy q,(wr+1)mn_wn(wr+1))

la représentation de Kronecker d’'un idéal radical en position de
Noether générale Z pour I'élément primitif x,.4 1.

Proposition

gy Wy41ee.eyWnp c K[wla .« o 9wr][wr+1];

deg(q) = degwrle (q) = 0 etdeg(w;) < 4.
De plus, on a

(q) =ZNK[x1y..os@pryTpi1];
Vie{r+2,...,n}, ¢d(xrt1)x; —wij(xr41) € Z.

24



Descriptions de I'ensemble des solutions
1. Description ensembliste
2. Description algébrique
Calcul de la description ensembiliste
1. Position de Noether et module de courbe
2. Eléments primitifs et représentations univariées
3. Algorithme de résolution
4. Calcul des multiplicités

Calcul de la description algébrique

Conclusion

25



Vue d’ensemble de I'algorithme de résolution
géometrique

Soient f1,..., frnyg € K[x1,...,2,]. On pose

(

Z; — (f17°°°7fi):gooa
\ Ji = \/I’b + (wlwnawn—i—la wn—i)a
L ’Cz = \/Iz —+ (a:l,...,a:n_i_l).

Boucle principale (sous les bonnes hypothéses) :

calcul d'une représentation de 7,1 a partir de celle de J; :

— (1) relevement : calcul d’une représentation de IC; ;

— (2) intersection : calcul d’'une représentation de \/Ki + (fiz+1);
— (3) nettoyage : calcul d’'une représentation de

Vi + (fix1) : g°°.
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“Mélanges”™

Les données f1,..., fn,9 € Klx1,...,x,] vérifient
(H) :vVie {0,...,n— 1}, Z; = (f1,-.., f;) : g°° estradical et
fi+1 n'est pas diviseur de 0 modulo Z;.

Proposition

Apres un changement de variables affine © = Ay + b, pour A etb

dans un ouvert de Zariski dense, on a :
— Z; est en position de Noether générale avec » = n — ¢ variables

libres ;
— x,.41 est primitif pour J; et pour IC; ;
— x, est primitif pour \/IC; + (fit1) ;
— Tit1 = VKi + (fit1) : g*°.

~+ un “mélange des équations” permet d'obtenir (H') sans perte
de généralité.
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Polynome caractéristique et multiplicités

Soient
— T un idéal 1-équidimensionel radical en p.N.g., de
représentation univariée q, vs, . . ., v,, pour I'élément primitif x,

— f un polynédme non diviseur de 0 dans B = K[x1,...,x,]|/Z,
tels que Z + (f) admet x; comme élément primitif.

Soit x € K[xz4] le pol. caract. de m,, dans B/(f).
Alors x(x1) = Resg, (q(x2), f(x1, 2, v3(x2),...,vn(x2)).
Or

soient p1), ..., p(®) € K™ les racines distinctes de Z + (f), de
multiplicités respectives mq, ..., ms.

Alors x(z1) = [] (331 — pge)) -

=1
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Réductions préliminaires

On se ramene a

— unidéal (f1,..., fn—1) : g°° radical 1-équidimensionel, en
position de Noether générale, donne par sa représentation de
Kronecker pour I'élément primitif o,

— une nouvelle équation f,, telle que (f1,... frn_1) : g% 4+ (fn)
est de dimension nulle et admet pour élement primitif ;.

On suppose que 0 est racine multiple de
(fiseeesfn) : g% + (frn), de multiplicité po connue.

On veut calculer

Do = K[[@1,.-s@nll/(f1- -+ Fn) : g
= K[[Cbl, oo ,wn]]/(flv oo 7fn—1) . goo + (fn)
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Localisationen xz; = 0

Soient B = K[x1, ..., 5]/ (f1y-.s fn_1) : g, €t

pM,...,p®) € K" les racines de (f1,---, fn_1) : g% + (fn)-
Alors

B/(fn) ~ ]Dp(l) X ]D)p(z) X oo X Dp(s).
Soient K[[x1]] 'anneau des séries formelles en x4, et

Bo = K[[z1]][z2, ...y &n]/(f1,+ -5 fn—1) : g°°.

Proposition
Bo est un K[[z1]]-module libre de type fini, et

IB0/(fn) ~ DO — K[[wla o wmn]]/(fla o °7fn—1) . goo _l' (fn)

Exemple (f1, f2) = (#3(z1 — 1)(z1 + 1), z2 — 7).
(f1, f2)K[[z1]][22] = (2%, x2), €t Bo/(f2) =~ Do.
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Calcul d’'une base de D,

Entrée : une base de

Bo = K[[wl]][w2a .. °9wn]/(f19 oo 7.fn—1) : g,
Sortie : une base de Dy ~ Bo/(fr)-

Forme de Smith
(Diagonalisation d’'une matrice dans un anneau principal)
Soit §o la dimension du K[[x]]-module By.
Jde,;...,es, etey, ..., es bases de By,

Jv; < -.. < ps suite d’entiers, tels que f,e; = x €.

1

Proposition
4 / / vi—1
61, wle]_, ¢ ° :'U]_ e].
< 5 5 ; est une base de By /(f»).
vso—1
\ ego, wlego, oo oo wl 0 6,60
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Propriétes de B, (1)

~ Bo est une sous-algebre de la cloture entiere de K|[[x4]] dans
K((z1))[x2]/(q).

Soit 6 = deg(q), etm < §(6 — 1)/2 la demi-valuation en x; de
disc,(q).

On pose

0—1
xr

Lo = Kllzall - @+ @ Klfaa]

2
1 xy"

1

Proposition

Bo est un sous-module de L.

~ les relations ¢’ (z2)x; — w;(x2) € Z permettent de calculer les
coordonnées des x; dans la base canonique de L.
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Propriétes de B, (2)

On pose
Mo = K[[z1]] @ - - - @ K[[w1]]23 ",

Proposition
Comme Z N K[z, z2] = (q),

M est un sous-module de By.

~ Bg est la plus petite sous-algebre de Ly qui contient Mg et

ws,ooo,wn-
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Calcul de B,

Entrée : la représentation de Kronecker de 7.
Sortie : une base de By = K[[x1]]|[x2,. .., 2n]/Zo.

Algorithme
— on pose M = M ;
— oncalcule M’ = M + K[[x1]]xs + -+ - + K[[z1]]Tn ;
— tant que Ml #£ M,
M = M, donné par une base eq,...,es,
M =M+ )1 <; j<s Kl[z1]]eie;.

Co0t Cet algorithme nécessite au pire (n — 2) + md® sommes du
type M + K[[x1]]v, ou M est un sous module de g et v € Lyg.
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Forme de Hermite Normale

Soit M € (K[[z1]])sx (5+1) de rang 4.

I H € (K[[z1]])sx@+1), ! P € (K[[z1]]) (5+1)x (6+1)
inversible, telles que

— H= MZDP,
— H est de la forme
[« 0 -« 0 0)
h L
T — 2.1 | ,
K hsp -+ hss—1 x7° 0)

— pour k > I, deg(hk,l) < Vj.
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Bases Polynomiales de Sous Modules de L,

Soit M un sous module de rang é de

1 201
Lo = K[z1]]— & - - @ K[[w1]] 2
L1 L1
Définition
Une base ¢1,...,e5 de M est dite base triangulaire normale de M
si la matrice ( €1 *** E§ ) est sous forme de Hermite normale.
Proposition

— |l existe une unique base triangulaire normale de M ;

— Pour 3 € {1,...,4}, les coordonnés des ¢; appartiennent a
K[x1].

— Si M contient My = K[[z1]] ® - - - ® K[[z1]]z5 *,
les coordonnées de €4, ...,&, sont de degré au plus m.
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Somme de modules

Entrée :

— un sous module M de LLg de rang é contenant M,
donné par sa base triangulaire normale e, ...,¢5;

- v E ]Lo.

Sortie :

la base triangulaire normale 74, ...,ns de M + K[[z1]]v.

On pose M = ( €1 =+ E§ U )

et M,,501 = M mod :BT‘SH.

Proposition

Les formes de Hermite normales de M et M,,s11 sont egales.
En particulier, les coordonnées de 7n; sont les coefficients de la

j-eme colonne de la forme de Hermite de M,,,5+1.
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Résultat principal

Théoreme [ ]

Sous les hypotheses précédentes,

il existe un algorithme probabiliste qui calcule

— les racines p du systeme,

— les matrices de multiplication par x4, ..., x,, dans une base de
leur algebre locale D,,,

avec

O(D' + (L + ns)D?®) operations arithmétiques dans K,

ou

— n est le nombre de variables,

— L est le colt d’évaluation de f1,..., fs, g donnés par un circuit
arithmétique,

— et D = d™, oud > 2 estle maximum des degrés de f1,..., fs.
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Contributions

— présentation concise de l'algorithme Kronecker et preuves
constructives (les seuls prérequis pour la lecture de la these sont
quelques résultats sur les modules sur un anneau principal) ;

— lever des hypotheses de regularité, ce qui permet de calculer les
multiplicités sans colt supplémentaire ;

— algorithmes pour le calcul des formes réduites de maitrices a
coefficients dans un anneau de séries formelles (formes de
Hermite et de Smith, avec multiplicateurs) ;

— nouvel algorithme de calcul de la décomposition primaire pour
les idéaux de dimension nulle, avec son étude de cout.
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