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Introduction.

Principe.
source canal but
meFk — ceFm —————— d=ct+e - m=m

ec F"

Code linéaire C sur F =T, de longueur n et de dimension k :

C C Fy", dim(C) = k



Introduction.

Premieres définitions.

Distance de Hamming, d sur Fy" :
d(x,y) = card({i : x; # yi}) pour x,y € F,"

Distance minimale d de C :

d = min,+od(x,0)
——

poids

Notation : [n, k, d]
Capacité de correction :



Introduction.

Exemple : code contrdle de parité [4,3,2].

C={mG, meF3}
1 0 0 1
G = 01 01
0 011
mEIFg—>c:(ml,mg,m3,m1+m2+m3)

(1a0a1)_)(1507170) - (17171)0)—> @



Introduction.

Codes cycliques.

Code linéaire C de longueur n sur Fq cyclique :
(a0, a1,--.,an-1) € C = (an-1,40,a1,...,ap2) € C

Représentation polynomiale.

C(x) = {ao+aix+-+ap_1x"1ae C} CFylx]/(x"—1)

= (g(x))/(x" - 1) idéal de Fy[x]/(x" — 1)

ol g(x) [ x"— 1.
Dimension : k = n — deg(g)



Codes 6-cycliques et O-centraux sur IFg.

Codes #-cycliques sur F,. [BGU]

Soit 0 € Aut(Fy).
Code linéaire C de longueur n sur Fy 6-cyclique :

(ao, al, ..., a,,_1) eC > (9(3,,_1), (9(30), 0009 9(3,,_2)) e C.

Représentation polynomiale ?




Codes 6-cycliques et O-centraux sur IFg.

Anneaux de polynémes tordus.

Soit 6 € Aut(F,) d’ordre m.

Fq[x, 0] anneau de polynémes "tordus’
Addition : comme dans Fg[x]
Multiplication : x a = 0(a) x, a € Fy.

Fq[x, 6] anneau euclidien a droite et a gauche.
Idéal bilatere de Fq[x, 6] : (f) ou f € x* F¥[x™]

Fq[x,6]/(f) possede des idéaux principaux a droite et a gauche.

Exemple : F4[x, 0] avec 0 : a — a2 et FY =T,



Codes 6-cycliques et O-centraux sur IFg.

Codes 6-cycliques sur I,. [BGU]

Soit 6 € Aut(F,) d’ordre m.
Code linéaire C de longueur n sur Fy O-cyclique :

(a0, a1,...,an—1) € C = (0(apn-1),0(a0),...,0(an—2)) € C.

Représentation polynomiale ?




Codes 6-cycliques et O-centraux sur IFg.

Codes 6-cycliques sur I,. [BGU]

Soit 6 € Aut(F,) d’ordre m.
Code linéaire C de longueur n sur Fy O-cyclique :

(a0, a1,...,an—1) € C = (0(apn-1),0(a0),...,0(an—2)) € C.

Représentation polynomiale ?

Hyp : n multiple de m



Codes 6-cycliques et O-centraux sur IFg.

Codes 6-cycliques sur I,. [BGU]

Soit 6 € Aut(F,) d’ordre m.
Code linéaire C de longueur n sur Fy O-cyclique :

(a0, a1,...,an—1) € C = (0(apn-1),0(a0),...,0(an—2)) € C.

Représentation polynomiale ?

Hyp : n multiple de m
C(x) = (g(x))/(x"—1)idéal a gauche de Fq[x,0]/(x" —1)

ou g(x) |, x"—1.



Codes 6-cycliques et O-centraux sur IFg.

Exemple : codes 6-cycliques [4,2] sur F; = Fo(a) avec 6 : a +— a°. [BGU]
Sur Fyx, 0] :
x*—1 : 15 factorisations en polyndmes unitaires de degré 1

7 facteurs a droite unitaires de degré 2

x*—1 = (X®+a?x+0?) (x> +a’x+a)

2 codes [4,2] O-cycliques non équivalents :

(x> +1)/(x*-1) cyclique
(x?> +a?x +a)/(x* —1) non cyclique



Codes 6-cycliques et O-centraux sur IFg.

Exemple : codes 6-cycliques [4,2] sur F; = Fo(a) avec 6 : a +— a°. [BGU]
Sur Fyx, 0] :
x*—1 : 15 factorisations en polyndmes unitaires de degré 1

7 facteurs a droite unitaires de degré 2

x*—1 = (X®+a?x+0?) (x> +a’x+a)

2 codes [4,2] O-cycliques non équivalents :

(x> +1)/(x*-1) cyclique 4,2,2
(x> +a’x+a)/(x* —1) noncyclique  4,2,3



Codes 6-cycliques et O-centraux sur IFg.

Bréve comparaison avec les codes de Gabidulin ([G])

0 : a+— a%, automorphisme de Frobenius
0 _
Fgq="Fq CFq

Isomorphisme entre |I'anneau des polyndmes tordus et I'anneau des
polyndmes linéarisés :

{IE‘,_-,[X,O] — Fg[Y®,o]

X — YqO

Codes de Gabidulin ([G]) : définis sur I'anneau des polynémes
linéarisés.



Codes 6-cycliques et O-centraux sur IFg.

Codes §-centraux sur F,. [BU]

Soit § € Aut(F,) d'ordre m.
Un code linéaire C sur Fq est un code 6-central (ou 6-code) si

C(x) = (g(x))/(f(x)) € Fq[x, 0]/(f(x))
o feZ(Fyx,0]) = Ff,[x’"];
-

n = deg(f),
k=n— deg(g)



Codes 6-cycliques et O-centraux sur IFg.

Exemple : codes f-centraux [4,2] sur F; = Fo(a) avec 6 : a +— a°. [BGU]

x*—1 . 7 facteurs a droite de degré 2 surF4[x, 0]
x* +x? 41 : b5 facteurs a droite de degré 2 surFy[x, 0]

4 codes A-centraux non équivalents

(x> +1)/(x*-1) cyclique
(x> +a?x+a)/(x* —1)  H-cyclique
(2 +x+1)/(x* +x*>+1) 6-central
(x®*+a)/(x*+x2+1) f-central



Codes 6-cycliques et O-centraux sur IFg.

Exemple : codes f-centraux [4,2] sur F; = Fo(a) avec 6 : a +— a°. [BGU]

x*—1 . 7 facteurs a droite de degré 2 surF4[x, 0]
x* +x? 41 : b5 facteurs a droite de degré 2 surFy[x, 0]

4 codes A-centraux non équivalents

(x> +1)/(x*-1) cyclique 4,2,2
(x> +a?x+a)/(x* —1)  f-cyclique  4,2,3
(2 +x+1)/(x* +x*>+1) 6-central 4,22
(x®> 4+ a)/(x* + x> +1) f-central 4,22



Codes 6-cycliques et O-centraux sur IFg.

Meilleures distances de codes §-centraux sur F4[X, 6]. [BU]

[Mn—k[[ 2 [ 3] 2[5 [6 7809 10]

4 a1 G

6 G |G | d ] 6

8 o [l ldld]

10 G |6 [ & 17171 66 | 6s | Cuo

12 G |6 |6 |G |21 1d]dAd
14 G | ddald [ Td] 1]
16 G ||| d a2 ]d
18 G | 1] 6 [6s | 1 [ 1 [F [ 1]
20 —1 | 63 [ 65 [ 6s [ 1| 1] 6 [ ¥ |
22 0y | 6 | 65 | 6a [ 04 [ 65 | 1| 7|
24 g e [ 1] 1]
26 0 [ 6 [ 63 | 6 [0 [ 1| 1] | -1
28 16 [ 16 [Z]
30 dladldldd g
32 [ -1 16 | 1] 65 | 1| 06
34 6 [ 6 [ 1| 16 [ 1|
36 1 -1 6 [ 1] -1]-1]6
38 Oy | 62 | 1| 1] 64 | -1 | 1| -1 06
40 g 1 -1 6 [ 1] 1] -1]6
42 gl [ 1] 1] 1]
44 1 -1l 6s [0 [ 0a | 111




Codes 6-cycliques et O-centraux sur IFg.

Matrice génératrice. [BU]

C(x) = (8(x))/(f(x)), deg(f) = n, deg(g) = n— k
b = mbagled), dalmled)) = b= 1

k—1 ;
= {Zm,-x’g(x), m,-G]Fq}

i=0
C = {mG meF/~
(0] 81 8n—k 0 0
0 Q(go) C. H(gnfk) c. 0
€ = 0 . . . ) .
0
0 0 0 (g) e 05 Y(gak)



Codes 6-cycliques auto-duaux sur Fg.
Définitions.

- Produit scalaire

euclidien sur F," :
<X,y >= ZX,')/,' pour x,y € F,".
hermitien sur F," avec g puissance paire :
<X,y >H= inyi\/a pour x,y € F,"
- Dual de C:
Ct={yelF,",<x,y>=0,¥x€ C}

- dim(Ct)=n—k
- C est auto-dual si
C=Ct



Codes 6-cycliques auto-duaux sur Fg.

Dual d’un code 60-cyclique pour le produit scalaire euclidien. [BU]

Soient
C(x) = (g(x))/(x" = 1) C Fq[x, 0] /(x" — 1), deg(g) =n—k

x" —1= h(x) g(x) = g(x) h(x)
alors

CH(x) = (87 (x))/(x" = 1) C Fqlx,6]/(x" ~ 1)

avec
k

gr(x)=> 0(hei)x’

i=0



Codes 6-cycliques auto-duaux sur Fg.

Preuve.

gt (x) | x" 1.
. Soitce C. Pourie€{0,...,n—k—1}

i+k
<X g ) > = Y G(hiriy)
j=i
= terme de degré k + i de c(x)h(x)
=0

. dim((g*)) = dim(C*t)



Codes 6-cycliques auto-duaux sur Fg.

Exemple sur F, = F»(«) avec 0 : a — a°.

x* —1=(x* 4 a’x 4+ a?) (xX* + a®’x + a)
C(x) = (x*> + a?x + a)/(x* — 1) C Fa[x,0]/(x* — 1)
gh(x) = 0°1)x° + 0 (a?)xt + 62(a?)x?

14 ax + a’x?
= o?(x*+a’x+a)

ct = ¢



Construction sur F, des codes auto-duaux #-cycliques.
_ 1
L. (g)=(g7)

k—1
X2k_1: (Xk+zgixi> (9/{ gO Zek I Hk lgk ’) )
i=0

&(x) h(x)

— 2k + 1 relations algébriques de degrés < 4

2. Coefficientsde g : g* — g =0,i=0...k—1
— k relations algébriques de degrés 4

3. Construction de I'idéal | des 3k + 1 relations algébriques en k
inconnues sur [Fy.

4. Calcul de la variété V(/) de I sur Fg.



Codes 0-cycliques auto-duaux sur Fg.

Codes 6-cycliques auto-duaux euclidiens sur F,; de longueur < 40.

longueur nbe codes meilleure dist. meilleure dis. nbe codes nbe classes temps calcul
auto-duaux d connue [GO] dis. d dis. d V()
4 3 3 3 2 1 0.
6 3 3 3 2 1 0.
8 3 4 4 2 1 0.
10 5 4 4 4 1 0.
12 21 6 6 4 1 0.01
14 11 6 6 2 1 0.
16 3 4 [6] 2 1 0.03
18 27 6 6 12 2 0.02
20 63 8 8 8 1 0.52
22 33 8 8 10 1 0.04
24 93 7 16 2 1.92
26 65 8 8 36 3 0.42
28 279 9 9 32 4 45.06
30 285 10 10 8 1 11.1
32 3 4 2 1 4544
34 289 10 10 96 6 35.1
36 1533 10 36 3 40345
38 513 11 11 36 2 761
40 1023 12 12 16 1 8544




Codes 6-cycliques auto-duaux sur Fg.

Dual d’un code 6-cyclique pour le produit scalaire hermitien. [BU]

g puissance paire, 0 : a +— av9

Soient

C(x) = (g(x))/(x" = 1) CFg[x,0]/(x" = 1), deg(g) = n—k

alors

CH(x) = (8"(x))/(x" = 1) € Fqlx, 6] /(x" ~ 1)

k
gH(X) = Z 9’+1(hk,,') X’
i=0



Codes 0-cycliques auto-duaux sur Fg.

Codes 6-cycliques auto-duaux hermitiens sur F, de longueur < 40.

longueur nbe codes meilleure dist. meilleure dist. nbe codes nbe classes temps calcul
auto-duaux d connue [GO] dist. d dist. d V(I)
4 1 2 2 1 1 0.
6 9 4 4 6 1
8 1 2 lzl 1 1 0.
10 15 4 4 12 2 0.
12 7 4 4 6 1 0.
14 58 6 8 18 1 0.02
16 1 2 8 1 1 0.
18 81 6 8 54 8 0.16
20 21 6 8 6 1 0.01
22 99 8 8 60 2 0.75
24 31 6 24 2 0.04
26 195 8 8 144 5 7.91
28 93 10 10 48 2 0.39
30 855 12 12 24 1 123.28
32 1 2 1 1 0.140
34 867 10 486 14 601.5
36 511 10 216 6 487
38 1539 12 12 216 4 13 416
40 341 10 84 3 33.56




Un peu de décodage.

Une premiére généralisation des codes 'BCH’. [BGU]

Soient 0 : a +— a® € Aut(Fan),

C(x) = (g(x))/(x" = 1) C Fan[x,0]/(x" — 1).

Soit « tel que Fon = Fo(w).
Soit § > 2.

Si

alors



Un peu de décodage.

Preuve.
Soit ¢ € C de poids < § — 1,

C(X):chxj avec J C{0,...,n—1},card(J)=6—1
JET
x —a' |, ¢(x) donc &) =0,i=1,...,6—1

ou

¢(z) = Z G 22l e Fqlz]

JjeTJ
donc H'cy =0 ot H;j = (04")21'*17 ije{l,...,0 —1} et
det(H)= [ (' -a®?)
J#LileT

det(H) #0 doncc=0et d > 4.



Un peu de décodage.

Décodage : polynéme syndrome.

C(x) = (g(x))/(x" — 1), g(x) = lelm<j<s_1(x — '), § =2t +1

canal

c(x) € C(x) c/(x) = c(x) + e(x)

r<t

e(x) = Z & x'i
j=1

0—1
Polynéme syndréme : S5(z) := Z c'(a')z~t € Fylz].
i=1

c'€ C e S(2) =0




Un peu de décodage.

Décodage : équation clé.

S(z) == Z 8(a)z" "t € Fyl2].

i=1

o(z) = H(l —a%i z) : polyndéme pseudo-localisateur
j=1

r
w(z) = Z et H(l —a% z) : polyndme évaluateur
I=1 !
avec
T; =2% —1: pseudo-positions d'erreurs



Un peu de décodage.

Décodage : équation clé.

w(z)

o(2)
e Ss(z) = S(z) mod z2¢

° S(Z) —

(équation clé)




Un peu de décodage.

Décodage : généralisation de I'algorithme d’Euclide & Sugiyama. [BGU]

Entrée : ¢/, § =2t +1

r
Sortie : mot de code ¢ tel que ¢’ = c + e ol e(x) = exietr<t.
q j
Jj=1

1. Calculer le polyndéme syndréme Ss(z).

2. Si S5(z) = 0 retourner ¢ = ¢’
w(z)
a(z)

4. Déduire de o(z) les pseudo-positions d'erreurs 7y, ...Z, et de w(z)
les coefficients d'erreurs : e, ..., e

3. Calculer

: approximant de Padé (t, t) de Ss5(z).

5. Retourner ¢(x) = ¢’(x) — Z ex ol ij = log,(Z; + 1)
j=1



Un peu de décodage.

Exemple, n = 10,6 = 5.

Polynéme générateur :

g(x) — X5 + ()1963 X4 + ()z707 X3 + ()z664 X2 + ()z921 X+ 0’1011
Mot de code :
m(x) — O{548 X4 + 01157 X3 + 01646 X2 + a211X + a833

C(X) — a548 X9+a523 X8+a284 X7+a781 X6+a120 X5+a491 x4+a693 X3+a984 X2+OL197 X+0¢821

Mot perturbé :

e(x) — Oélg3 X7 + Oc139 X6
C/(X) — a548 X9+Q523 X8+Q118 X7+O<100 X6+(Y120 X5+Q491 X4+O¢'693 X3+(Y984 X2+O(197 X+(1821

Décodage :
1 55(2) = a975 z3 o alOOO 22 4k a115 7z - (}!441
2. 0(z2) =t 22+ a®Pz+1et w(z) =a®?z+a*
3. h=127,hb =63 et iy =7,ip =6; e; = o193, & = 139,
4

e(x) = a1 x7 + 13 X6



Codes tordus sur GR(42).

Définition et représentation de GR(4™).
Définition :
GR(4™) = Zaly]/(h)
avec h polynébme de degré m primitif basique sur Zg4 : h unitaire tel
que h primitif sur 5.

§:=y+(h(y))

Représentation des éléments :

1. représentation additive : ag + 1€ + - - + am_1E™ L avec
o € Ly
2. représentation 2-adique :a+ 2b avec a et b €

T = {07 17§7§27 o 752"’-2}



Codes tordus sur GR(42).

Anneau des polyndmes tordus sur GR(4™) et idéaux bilateéres.

0: a+ 2b > a*+ 2b? est automorphisme de GR(4™) d'ordre m.

GR(4™)[x, 0] est anneau de polyndmes tordus dans lequel :
1. les idéaux ne sont plus tous principaux;

2. on peut diviser a droite par des polyn6mes unitaires.

Les f € Z4[x™] unitaires engendrent des idéaux bilatéres.



Codes tordus sur GR(42).

Codes 6-cycliques, -constacycliques, -principaux sur GR(4™). [BSU]

Code 0-principal sur GR(4™) :

(g)/(f) € GR(4™)[x, 01/(f)

avec
- f € Z4[x™], unitaire
- g € GR(4™)[x, 0], unitaire
- g|rf-

Code 0O-cyclique :f = x" — 1, m|n.

Code 6-constacyclique :f = x" — ¢, ¢ € Z4, m|n.



Codes tordus sur GR(42).

Applications des codes sur GR(4?). [GNS]

1. Codes auto-duaux euclidiens sur GR(4?)

— auto-duaux sur Zg
— réseaux unimodulaires sur Z

2. Codes auto-duaux hermitiens sur GR(4?)

— réseaux 3-modulaires sur Z.



Codes tordus sur GR(42).

Codes duaux des codes f-constacycliques sur GR(42) [BSu]
Soit C(x) = (g(x))/(x" — ¢) C GR(4?)[x, 0] avec n pair, c> =1

h(x)g(x) = g(x)h(x) = x" — ¢

1. Le dual euclidien de C(x) est C*+(x) = (g*(x))/(x" — ¢)

k
gr(x) =) 0/ (h_j) X'

i=0
2. Le dual hermitien de C(x) est CH(x) = (g"(x))/(x" — ¢)

k
gH(X) _ ZeH—l(hk—i) Xi

i=0



'— Codes tordus sur GR(43).

Applications des codes §-constacycliques auto-duaux sur GR(4?). [BSU]

1. Codes #-constacycliques auto-duaux euclidiens sur GR(4%) de
longueur 12

— nouvelle construction du réseau 'Odd Leech’ unique réseau
unimodulaire de dimension 24 et norme 3 (T. A. Gulliver, M.
Harada, 1997).

2. Codes 0-constacycliques auto-duaux hermitiens sur GR(4?)
de longueur 14

— nouvelle construction du réseau 3-modulaire Beisi4 de
dimension 28 (C. Bachoc, 1997).
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