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LA LISTE DE SMALE

Une liste avec 18 problemes pour le XXlIe siecle, dont....
Problem 1: The Riemann Hypothesis

Problem 2: The Poincaré Conjecture (Perelman)
Problem 3: Does P = NP 7

Problem 4: Integer Zeros of a Polynomial.

Problem 5: Height Bounds for diophantine curves.

Problem 9: The Linear Programming Problem.

Problem 14: The Lorentz Attractor Problem. (Tucker, 02)



Le Probleme 17.

Can a zero of n complex polynomial equations in n unknowns
be found approximately on the average, in polynomial time

with a uniform algorithm?.

(Beltran-P. | 06)



HISTORIQUE DU SUJET

19-ieme siecle: La Théorie de I'Elimination moderne
Bézout, Cayley, Hilbert T Kronecker, Sturm, Sylvester

1900-1930: Macaulay, Konag,...
1930-1965: Evanouissement

1965—: Les ordres monomiales et les bases standard—Grobner Hironaka,
Buchberger,...,...

1995—: Les méthodes intrinseques adaptables aux structures des données
TERA, KRONECKER ....Pour citer seulement les locaux: Bostan,
Durvye, Giusti, Lecerf, Salvy, Schost,....

Malgré lui meme.



UNE VERSION SIMPLIFIEE DU SUJET

But: Algorithmique Efficace des Problemes donnés par des équations
polynomaiales

Applications (Potentielles): * Information Theory (Codes, Cryp-
tographie,...), Théorie des Jeux, Graphic and Mechanical De-
sign, Chimie, Robotique, ...

Le Probleme: Efficacité

Rk. La plipart des algorithmes de Théorie de I’Elimination necessitent
un temps exponentiel dans le nombres des variables:

Intractable pour les Applications.

tMany of them Casual but not Causal



RESOUDRE?

INpuT: Une liste de polynomes multivariés: f1,..., fs € C[Xq,..., Xn].

OutpuT: Une description de la variété des solutions:

V(f1,...,fs):={x€C" : f;(z) =0..}

Description: Le type de description qu’on a choisi est determiné (et
determine) le type des questions sur V' (f1, ..., fs) qu’on peut répondre.

Exemple:
Calcul Formel — questions autour des quantificateurs

Hilbert’s Nulltellensatz (HN) Etant donnée une liste f1,..., fs
decider Si:

Jdr e C" f;(x) =0, 1<i<s.



DIFFERENTS ECOLES

Syntactiques Bases standard, de Grobner, rewriting et assimilés...La
liste est trop longue

Structurels:Encadrement des problemes dans des classes de complexité
structurelle: P,NP, PSPACE,...

Semi-sémantiques: Ils utilisent des objets combinatoires (dont semi-
sémantiques) pour controler la complexité: 1’école creuse (sparse): L’usage
de I’environement de Sturmfels des idées de Bernstein. Kouchnirenko...

Sémantiques: Surtout le groupe TERA: Cantabria (P., Morais, Montana,
Hagele,...); Polytechnique (Giusti, Bostan, Lecerf, Schost, Salvy...); *
Buenos Aires (Heintz, Krick, Matera, Solerno, ...); Humboldt (Bank,
Mbakop, Lehmann)



QUELQUES CONCEPTS SOUS-JACANTES

e Polynomes vus comme programs.

s

e Les objets sémantiques (variétés algebriques) ont des valeurs “in-
trinseques” que dominent (strement) la complexité.

Degré de V' ([Heintz,83/, [Vogel, 83/, [Fulton, 81]) # points d’intersection
avec une variété affine linéaire générique.

Hauteur de V:
Taille binaire des coefficients de la forme de

* Geometric Degree d’une suite de variétés:

o(V1, ..., Vi) i= max{deg(V;) : 1 <i<r}.



UN ENONCE

Theorem 1 [l y a une machine de Turing avec probabilité d’erreur

bornée et temps borné par un polynome dans les quantités suivantes que

réponds HN
L6 H,

0l
L la taille de ’entrée (pour n’importe quel structure des données usuelle),
 est le degré géométrique d’une suite de deformations (Kronecker’s de-
formation) and

H la hauteur de la derniére variété résolue.



EXEMPLES

n
X?-X1=0,...,X2 - Xp =0,k — Y mX; = 0.
1=1

n .
X?-X1=0,...,X2 - X, =0,k— Y 21X, =0
1=1

n .
X{-X1=0,...,X7 - X, =0,512— Y 2" 1x; = 0.
1=1

X5 -X{=0,X2—-X,=0...,X2—X,_1=0,k— X, =0.
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LE RESULTAT (II)

Comme ca on obtient:

Une description de la variété des solutions par un isomorphisme bir-
rationel, meme biregulier dans le cas zero—dimensionel, qui suffit pour
répondre aux questions d’élimination.

Mais...
C’est assez Optimal en termes d’éfficacité ?



RESOLUTION UNIVERSELLE

Algorithms basés sur une déformation:

Une suite V1, ..., Vyp de variétés intermédiaires qu’il faut résoudre avant
“Eliminer”

Résolution Universelle

Un algorithme est dit Universel si son output contient assez dinformation
sur la variété des solutions pour répondre tous les questions d’élimination.

Remark 2 La plupart des algorithmes d’élimination du calcul formel
sont Universelles.



BORNES INFERIEURES DE COMPLEXITE

Theorem [Castro-Giusti-Heintz-Matera-P.,2003]
Tous les méthodes d’élimination universels ont besoin d’un temps expo-
nentiel pour finir ses calculs..

* L’algorithme TERA est essentielement optimale.
* Le temps de calcul est plus grand que le Nombre de Bézout:

H deg(f;) > 2".

=1

* Aucun algorithme universel peut ameliorer cette borne exponentielle.



ALTERNATIVES

A la recherche des algorithmes non—universels.

A la recherche des algorithmes capables d’obtenir information partielle
de la variété des solutions en temps polynomaial dans la taille de [’entrée.

Smale’s 17th Problem



QUELQUES IDEES INITIALES

Qu’est-ce que c’est “Information Partielle”?



QUELQUES IDEES INITIALES

Qu’est-ce que c’est “Information Partielle”?

Par exemple, une “bonne approximation” a une des solutions



QUELQUES IDEES INITIALES

Qu’est-ce que c’est “Information Partielle”?
Par exemple, une “bonne approximation” a une des solutions

Exemple

OUPUT: z € Q[7]™ tel qu’il existe ¢ € V(f1, ..., fn) vérif.

1€ = 2[] <,

pour un bon e.



APPROXIMATIONS?

Un peu d’élimination multivariée et un peu des algorithmes de réduction
des reseaux (philosohie KLL) donnent

Theorem 3 (Castro-Hagele-Morais-P., 01) Il existe une equiv-

alence entre les informations suivantes:

e Une bonne approximation z € Q[i]™ d’une des solutions{ € V(f1,..., fn),

e Une description “d la Kronecker—-TERA” du corps de classes residu-
elles de la solution Q.



Theorem (cont.)

Le temps de calcul de cet algorithm (et la taille binaire de [’approximation)
sont bornés par un quantité polynomaial dans:

o D= degré du corps de classes residuelles Q.

o L= taille de la descriptions des polynomes donnés.

e H:= hauteur du corps de classes residuelles Q.

Autremet dit, une “bonne” approximation contient information
utile et valable pour I’élimination(quoique il n’est pas du tout claire
s’il vaut la peine de 'utiliser de la maniere habituelle)



UNE APPLICATION IMMEDIATE

Theorem 4 ]| existe un algorithm que fait les calculs suivants:
e InvuT: Un polnome univarié f € Q[T].

e Outrut: Une description par un élement primitif du corps de décomposition

de f.
Tel que le temps de calcul est polynomiale dans les quantités suivantes:

d, h, §Galg(f),

ou d est le degré de f et h la longueure binaire des coefficients de f.

Remarque: Il s’agit d'un algorithme géometrique dont 1 complexité
n’est pas de I'rodre d! que quand c’est inévitable.



UNE BONNE APPROXIMATION?

Pour simplicité des calculs, on travaille sur 1’espace projective

Systémes d’équations données par des polynomes homogénes:

F = [fla"'afn] EH(d)’

deg(fz) = d;, (d) = (d17 RN dn)?
H(q) := l'espace vectoriel de tous ces listes d’équations.

Vip(F) :={x €IPp(C) : F(x) = 0}.



L’ OPERATEUR DE NEWTON PROJECTIF

(M. Shub amd S. Smale 1986-1996)

r 1 C"TI\ {0} — IP,(C)

Notations: Metriques projetives :
Riemannienne :

dp(n(x),7(z")) := arccos <|(:1:, ’ >’> :

][ ]|

Fubini—Study :

dp(m(z), n(z")) 1= sin dr(n(z), m(z")).

Tangent Distance :

dr(m(x), n(z)) = tandp(w(x), 7 (z")).
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L’OPERATEUR DE NEWTON II

L’espace tangent 4 un point z € IP,(C)
T.IP,(C) i:={w e C" ™! : (w,z) = 0}.

Un systeme d’équations polynomiales F' := [f1,..., frn], la matrix ja-
cobienne :

DF(z) :Crt1 — cn
Si z n’est pas un point critique, restriction a l’espace tangent:

Dans ce cas la, 'inverse:

(T.f)~t :C" — Tl



L’OPERATEUR DE NEWTON III

La projection canonique = : C*T1\ {0} — IP,(C).

Pour chaque 7(z) € IP,(C) non critique 'opératuer de Newton par:

Np(n(2)) i=m (2 - (DF(2) 1) F(2)),
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LES ZEROS APPROCHES

* IneuT: Un systéme d’équations homogénes

b= [fl)"'afn] EH(d)?
deg(f;) = di, (d) == (dq,...,dn).

Un zéro ¢ € V(F)

Un zéro approché(Smale’81) a point zIP,(C) tel que 'opérateur de
Newton N appliqué a z converges trés rapidement vers le zéro.

1
dr(NE(2),0) < 5

dp := “distance” tangente.



LE NOMBRE DE CONDITIONEMENT ([SHUB—SMALE, 86-96])

_ L 1/2
pnorm(F, €)= |F|IT-F- 1A% 1)d ).

Condition Number Theorem : Variété discriminant dansIP (Hgy)-

ZC = {F < IP(H(d)) (€ V(F),TcF Z GL(??,,(C)}

>:= |J X, (Systémes avec un zéro singulier).
CEPPL(C)

Distance dans la fibre : p(F,C) := dp(F,%¢).

Theorem 5 (Shub-Smale, 91)
1
p(F,¢)

pnorm (F, ¢) =



SMALE’S Yy—THEORY

d:=max{d; : 1 <1i<n}.

La Quantité :

Yo(F,¢) < dgﬂnorm(Fa ¢)-

Theorem 6 (Smale,81) 5i :

3 -7
Yo(F,¢)’
alors, z est un zéro approché du zéro ¢ du systeme F'.

dr(z,¢) <



ALGORITHME NON-UNIVERSEL

* INPUT:
Un Systéme F' € IP (H(d)),

* QUTPUT:
SoLuTION UNIVERSELLE: Un Zéro Approché z pour chaque zéro { €
V(F).

Borne Inférieure Inévitable: Nombre de Bézout ( D := [l d;)
= Intractable

Ou bien:
SoLUTION NON-UNIVERSELLE : Un Zéro Approché z pour quelqu’un des
zéros ¢ € V(F).

Complexité du calcul d’une Solution Non—Universelle? (=
Probleme 17 de Smale)



DEFORMATION HOMOTOPIQUE (HD)

Variété d’Incidence:

Vi=A{F,¢) e IP(Hg x Pu(C) @ f(¢) =0}
Deux Projections Canoniques:

v
T / \ T

P (Hgy) P, (C)

L’Ensemble des valeurs critiques de mq1=2_.

En particulier, la suivante est une “covering map”:

™1 - V\Z/ — IP(H(d)) \ > .

Et la codimension réelle: codimp (4 (d))(Z) > 2.



AUTREMENT DIT

Sauf un emsemble de mesure nulle, étant donnés F,G € IP (H(d)) \ X,

[F,G]NEZ =10,
ol
[F,G] ={(1-t)F +tG, te][0,1]}.
et le suivant est aussi un “covering space”:
my o myp ([F,G]) — [F,G].

Autrement dit, pour chaque ¢ € V(&) on a une courbe:

M ={(F,&)eV : GeV(F),te[0,1]}.



UNE PHILOSOPHIE ALGORITHMIQUE

L’idée est commencer par (G, ) (t = 1)et suivre (par des applications
de 'opérateur de Newton projectif) un chemin polygonale proche de I
jusqu’obtenir une zéro approché de F..

InpuT F' € H(d)

Avec pair initiel

Suivant [F,G] et la courbe T

OUuTPUT

- Soit ERREUR
- Soit un zéro approché z € IPp,(C) d’un zero ¢ € IP,(C) de F' € 7_((al)
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LES PROBLEMES DE CETTE PHILOSOPHIE (I)

Probleme 1.- Quelle est la complexité de ce méthode?

Réponse.—

— La complexité d’un pas est polynomiale dans le nombre des variables
et dans la complexité dévaluation des polynomes donnés. Donc, la
complexité dépend plutot du nombre des pas d’homotopie.

— Le nombre des “pas d’homotopie” (dans le cas projectif) est borné
par O(pnorm(I7)?) ([Shub-Smale, 91]), o

tnorm () := max{pnorm(Ft, () © (Ft, ) € T}



LES PROBLEMES DE CETTE PHILOSOPHIE (II)

Probleme 2.- La complexité du cas pire est doublement exponentielle
dans le nombre des variables (voir exemple dans [castro—Hagele—Morais—
P., 01]), alors que peut-on espérer?

Réponse.—
— La complexité du cas pire ne suffit pas, il faut penser en complexité
en moyenne.

— La moyenne oblige & avoir une distribution de probabilité dans I'espace
des données. Laquelle?.



LES PROBLEMES DE CETTE PHILOSOPHIE (IIT)

Réponse (Sous-probleme 2b).—
— L’ensemble IP (H( d)) est une veriété Riemannienne complexe et com-
pacte. Donc, elle a une mesure associé (une forme de volume dyp ) telle

que le volume vp [IP (H(d)] est fini. On a donc une fagon naturelle de
definir une probabilité dans I’espace des entrées .

— La probabilité dans IP (H(d)) est, essentiellement, equivalente & la
distributione Guassienne dans ’espace affine Ha)-

Sous—probleme 2c.—Puis que la computation est discréte, cette proba-
bilité a une interpretation naturelle quand les entrées sont des véritables
entrées d’un algorithm (c. a d. coefficients dans un corps discret)?.



LES PROBLEMES DE CETTE PHILOSOPHIE (IV)

Probleme 3.—FEn tout cas, cette philosophie n’est pas un algorithme.
Est-ce qu’il existe un véritable algorithme et quelle est sa complexité en

moyenne’.

Réponses.—
1.— Oui.
2.- Polynomial dans la dimension de 1’espace des entrées.



DE NOUVEAU HD

InpUT F € H(d)

Appliquer la déformation homotopique (HD) avec pair initial

(G, Q) € Hgy x IPp(C)

suivant la composante T, de la courbe T = 771_1([F, gl)) qui contient

(G, z).

OuTPUT:
—~ FRREUR

— ou un zéro approché de F'.



HD AVEC RESOURCES BORNES

HD avec resources bornés par une fonction ¢o(f,¢).
INeuT I € Hgy, € >0

Faire o (f,e) étapes dans la déformation homotopique (HD) avec pair
inatial
(G, C) c H(d) X IPn((C)

suivant la composante T, de la courbe T = 771_1([F, gl)) qui contient
(G, z).

OUTPUT:
— FRREUR

— ou un zéro approché de F'.



PAIRS INITIALES € —EFFICIENTS

Définition Un pair (G,{) € V est e—efficient si avec la borne de
TESSOUTCES:

o(f,e) 1= 10°n°N?d32.

La probabilité de que pour un systéme F € IP (H(d)) aléatoirement
choisi, Ualgorithme HD avec pair initial (G, z) et borne de ressources
@ produisse un zéro approché de F' est plus grande que:

1 —e.



HD AVEC UN PAIR € —EFFICIENT

Soit (Ge, (<) un pair e—efficient.
INeuT I € Hgy, € >0

Faire o (f,e) étapes dans la déformation homotopique (HD) avec pair
wnatial
(Ge, ) € H(d) x IP,(C)

suivant la composante I , de la courbe T = 7T1_1([F, Gel)) qui contient

(G67 Cfi)

OUTPUT:
— FRREUR

— ou un zéro approché de F'.



EXISTENCE

Theorem 7 ([Shub-Smale, BezV, Beltran-P, 06] Il existent des

pair e—efficients.
Remark 8 Méme avec (e =(1:0:---:0).

Probleme 17 de Smale.— Comment construire ces pairs efficients?.



ENSEMBLES QUESTEURS

[Beltran- P., 2006]

Un sous-ensemble G C Heay IP,,(C) est un ensemble questeur pour
HD si:

Pour chaque € > 0 la probabilité de qu’un pair (G,{) € G choisi au
hasard soit e—efficient pour HD est plus grand que



HD AVEC DES ENSEMBLES QUESTEURS

IneUT B € H(g),€ >0

Choix aléatoire de (G,¢) € G

Appliquer o(f,e) pas de la déformation HD entre G et F', com-
mencant a (G, ().

OuTPUT:
— FRREUR (avec probabilité plus petite que )
— ou un zéro approché de F (avec probabilité plus grande que 1 — € ).




COMMENTAIRES

Moindre: C’est un algorithme probabilistique

Relevant: L’ensemble § doit étre constructible et facile a ma-
nipuler .



BEzouT 5%

Theorem/Beltrdn, P. 2006/ On est capable d’exhiber un ensemble ques-
teur facile a construire et manipuler pour la résolution projective des
équations polynomaiales.



VERS UN ENSEMBLE QUESTEUR I

e:=(1:0:...:0) €IP,(C) un “pole” dans l’esphere complexe.

Ve i= {F € Hay F(e) = 0}. Systémes qui s’annulent dans le
“pole” e.

FecV,—s F:Cnrtl ., Cn,

L application “tangente” TeF' = DF'(e) definie dans l’espace tangent
TJIP,(C) =el =CrCCntl.



UNE IDEE PARTIELLE

Le .= A{F € Ve : TeF = F}. “partie linéaire” des systémes dans Ve.

LGL:: Systémes dans Ve d’ordre plus grand ou egal a 2 dans e.

Remarque.- V., L., Lel sont des sous-espaces linéaires de H(d) donné
par les listes de ses coefficients.

Idée Naive: Considerer

G:={(G,e) : GeEVe=LEPLe}.(?)



VESR ENSEMBLES QUESTEURS 11 (Lg)

U(n + 1):= matrices unitaires definies dans C*T1.

He1y ' = Myxn+1(C) espace des matrices n X (n+1) complexes.

Ve(l) ={(M,U) : M€ H(l),U ceU,UKer(M) = e}.



LA PARTIE LINEAIRE Le

Ve e(l) — Le

X1
be(M,U) 1= XD (MU)
X

e .= Im(yYe(M,U)).

Une constante outile

T .= (”2""”

n2—|—n
)

c R, t € [0,T].



VERS UN ENSEMBLE QUESTEUR III

G:=[0,T] x L x VY.
G G — Ve,
(t,LM,U)e G— G, L,M,U) € Ve

_ 1 1
G(t,L, M,U) = (1 — tr2+n) /2 4 tn2+nepo (M, U) € Ve,



VERS UN ENSMEBLE QUESTEUR IV Bezout5%

Theorem 9 (Beltran-P., 2005a) Pour toute liste de degrés (d) :=
(dy,...,dn), l'ensemble

g(d) L= [M(G)

est un ensemble questeur de pairs initiels pour HD. Autrement dit,

Un systéme (G,e) € G(a) choisi aléatoirement est e—eflicient
pour HD avec probabilité plus grande que

1 —e.



LL’ALGORITHME

INnpuT: F' € H(d)v e > 0.
Choix aléatoire de (G, e) € Gy (Guess (t, L, M)...)
Appliquer HD Deformation o(F,¢) fois

Output: soit “ERREUR” soit un zéro approché z de F.



INTERPRETATIONS (1)

Theorem 10 [Beltrn-P,06] Il existe un algorithme probabiliste (bounded
error probability) pour la résolution projective non—universelle pour des
systémes d’équations homogénes tel que pour tout nombre réel positif
e > 0:

e Le temps de calcul de ['algorithm est au plus:

O(n°NZ2e72)

e La probabilité de que l’algorithme donne un zéro approché de l'input
est au moins:

1 —¢



EqQuATIONS CUBIQUES

Corollary 11 [Beltrn-P,06] Il existe un algorithme probabiliste (bounded
error probability) pour la résolution non—universelle des systémes d’équations
homogénes cubiques tel que pour tout nombre réel positif € > O:

e Le temps de calcul de ["algorithm est au plus:

O(n13€_2)

e La probabilité de que l’algorithme donne un zéro approché de l'input
est al moins:

1l —¢



Remarque Pour ¢ = 1/n?, L’algorithme est capable de calculer un
zéro approché avec probabilité plus grande que

1—1/n°
En temps
O(nt®).



COMPLEXITE EN MOYENNE (PROJECTIVE VERSION OF SMALE’2 17TH )

Dans [Beltran-P., 07] on a developpé une variante modifié de
cet algorithme qui permet demontrer:

Theorem 12 ]| existe un algorithme que en complexité polynomaial
en moyenne calcule un zéro approché projectif des systémes d’équations
polynomiales homogénes.

Par complexité en moyenne on veut dire:

1
E Tpl =
IP (H(d)) [ 7)] VP [P (H(d) )] /]P (H(d))

Tp(f)dvp = O(n°N3),

Tp(f) := temps de calcul sur linput f.



LE CAS AFFINE

[Beltran-P., 07] :

Theorem 13 [ existe un algorithme que en complexité polynomaial
en moyenne calcule un zéro approché des solutions affines des systémes

d’équations polynomiales multivarés.

Par complexité en moyenne on veut dire:
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Ep () TP) = it Jprgyy TP(D DR = OV,

Tp(f) := temps de calcul sur linput f.



LE CAS AFFINE, PETIT DETAIL

[Beltran-P., 07] : La clé du cas affine.

Theorem 14 Soit 6 > 0 un nombre réel positive. Pour chaque F &€
IP(H(d)), s01t
VA(F) :={z€C" : f(z) =0}.
Soit
[WVAU)| = sup{]|z[| : = € Va(F)} € [0, 00].

Alors, la probability que pour un choix aléatroire d’un systéme f €
IP(H(d)) on aie ||VA(F)|| > 0 est au plus:
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En fait, ce qu’on a montré est:
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