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Premiere partie

Représentation de Mellin-Barnes et
développements asymptotiques de
diagrammes de Feynman

S.Friot, D.Greynat et E.de Rafael, Physics Letfers B 628:73-84 (2005)
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Motivations

O Face a la complexiteé des calculs exacts des diagrammes de
Feynman en theorie des champs perturbative, on peut espéerer obtenir des
simplificafions en cherchant G calculer des développements
asymptotiques (differentes echelles).

o L'anomalie magnéetique des leptons est un tres bon laboratoire a la fois
théorique et expérimental pour contrbler le bien fondée de ces

developpements

o Utilisation des proprietes de la tfransformee de Mellin




Anomalie magnétique du muon

ou moment magnétique anormal du muon
B

Tr .

Formule de Landé: [i = 2—.57
% m

% Facteur de Landé
..

anomalie En théorie quantique: g = 2

En théorie quantique des champs: g # 2 = g = 2(1 +@D

Anomalie magnétique

En theorie quantiqgue des champs, le calcul de 'anomalie fait intervenir la
fonction a frois points:
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Projecteur sur une des structures
tensorielles qui permet d'isoler 'anomalie




L'ordre le plus bas: un exemple détaillé

Premier calcul perturbatif de I'histoire Schwinger 1948
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Le numeérateur se simplifie comme
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Parametrage ou « parameétrisation » de Feynman:
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On effectue le changement de variable: k= k+ (xp + zyq)

Avec le projecteur on sélectionne la partie qui contribue a 'anomalie
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On peut calculer l'intégrale sur les impulsions (intégrales hypersphériques)
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On obtient la représentation parametrique de 'anomalie a I'ordre le plus bas
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a Comme nous venons de le voir ce genre de calcul a nécessité tout
un arsenal d'outils différents, hélas, cela nN‘empéche pas les calculs de
devenir de plus en plus complexes pour les diagrammes d'ordre plus

élevé,

[ Principale difficulte; integrales parametriques (I.P.) impossibles
calculer exactement.

= Methode systematique de developpement asymptotique des I.P.

[S.Friot, D.Greynat et E.de Rafael, Physics Letters B 628:73-84 (2005)]

1. Parametrisation de Feynman
2. Representation de Mellin-Barnes

3. Théoreme de « Converse-Mapping »
[ Ph. Flgjolet, X. Gourdon et Ph. Dumas '?5]




Transformée de Mellin

Ml = [ Tzt f(o)

Si festintégrable et que: f(z) = O ) et f(z) = 0Oz P

x—0+ T—=+00

Alors M| f| est analytique dans « < Res < 3 (bande fondamentale)
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Theoreme de Converse Mapping e-

Ce theoreme permet de relier les singularités de la tfransformée de Mellin
au developpement asymptotique de la fonction

O Element singulier

Série de Laurent de f en p:
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o Développement singulier

Serie formelle de tous les élements singuliers sur 'ensemble des pdles.

a Exemple
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Théoreme de Converse Mapping -

Im(s) [Doetsch '55] [Flajolet et al. ‘95]
Développement singulier
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Exemple de calcul a deux boucles X
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On vérifie ainsi tres facilement les calculs de [Li ef al. '?3]
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On vérifie ainsi tres facilement les calculs de [Li ef al. '?3]

° < 1 : Développement singulier a gauche de la bande fondamentale




Exemple de calcul a trois boucles
X X
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On utilise la représentation:
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Représentation de Mellin-Barnes:
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Nous appliguons le théeoreme de Converse Mapping de facon « séquentielle »;
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Premier résultat complet de ce calcul a 3 boucles (apres les premiers termes
obtenus en 1999).

Cette formule clot 30 ans de calculs nécessaires A I'obtention de la

confribution « analytigue » a trois boucles de 'anomalie (~70 diagrammesl)...




Exemple: Insertion de polarisations hadroniques
(sous-dominantes)

[S.Friot, D.Greynat et E.de Rafael, Travail en cours de réalisation]

N oo e oo

Relations de dispersion (separation perturbatif—non perturbatif)

a%P° *ds [ dt 1 1 MGk
= L e ) 2 (-] a2+ (-]

m
02
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Cas d'une pol. electromagnétique et d'une pol. Hadronique:

> ds 1 1 1 x?
—Imllg(s) = —=1I >
Amz sa:2+(1—a:)ﬂfg7rm B (s) x? E( 1—a:m“)

ct+100

Lo / ds X% —
1+X  2m ) ® sin(7s) c = Re(s) €]0,1]
1 d+/’éoo
n(l+ X) = —— PP, qui— d=Re(u) €]—-1,0
R usin(mu) (w) ] -0l




On obtient

—S d,—|-zoo /m \‘—u

pom (@ dt 1. A
@y A7) Sy t 7 20 o T \m2 ) 2in /d o \™7)

2
T I -
oo T@s—2u+1)Ir@2-s+u), w T(2-u)?
" sin(7s) '3+ s—u) “ wsin(mu) D4 — 2u)
SN— —— I

Cas de 'électron dans la pol. élect.

M [H{?m] (u,s) ~ 4L L

u—0, s—1 -u,z s—1

Donc, par le théoreme de Converse Mapping,

2
2 m? u L My
t ~ — In —

électron ¢ _ rrr?, _ 9 t mg
Fri _rlx.l‘ ?Frl_}l:x.'l

I{{?b}

On obtient facilement les termes suivants du développement, ce qui permet
de verifier et d'étendre les calculs de [Krause 96

20



¢ (20)

2 2
m 2 1 m
~ oK { (__ 21 _“)
électron m2 t 18 * 9 1 mg /

_t 22
mi — 00, m% — 00 \ \

me: (55 w2 25 mi 5  t 1t m, 1 t
[ = o | M “ln— — Z1n—1 K 2
; ( B3 Mmoot T3t Tz 6 w2

B iR —In— —2In— In—& —
1800 3 30 "m2 3 tmz w2z tmz M m2

11209 «2 97 m2 10, t t . m? 275)

mS [ 6419 14 208, m> 140, t 28 t  mi 14 t
L =+ =7+ In —£ + In — " In—In—£ - —1In?
2 9 mZ 3 mi mZ 3 m?

441 3 63 m 3 m m2  mZ m?

mS3 53350 20 3608 . m? 200 t t 2 t
4K ( +—7r2+ In g—k In 5 —401n—1nmu —9201n? —
e H
m

2 2
ms, 5% m;,

m2 |mZ  2m) m t 25\  mj t 97\ m) s 416
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Cas du tau dans la pol. élect. (non calculé jusqu'a present)

K(%)' i zmi fimi ]ni_imi]
fm]( ) , 2 m2_ i 15 t2 ?772 36 t F
t5 —00, —5 —0 T H )
I T
Double polarisation hadronique
] c+100
A ¢ = Re(s) €]0,1]
1+X  2mi J sin(ms)
c—100
On obtient
~2polH __ a /OO ds /-oo dt 1 TnTT 1T 1 \2 e d—l—zoo / t \ -
wu‘ L

nl
T j4m2 s j4m2 t 7T2 llllll 111].12 \ 2

T 7 T'2u+2v+1I'(2—u—0v)

x sin(7mu) sin(7mv) '3+ u+wv)

Les calculs s'effectuent ensuite de facon similaire au cas H-E

2ir ) /c ioc ““Jd e )




Seconde partie

Sommes harmoniques et fonctions &
deux points en Large N- QCD

E.de Rafael, Travail en cours




La fonction d’Adler

(Fonction a deux points particuliere)

Fonction a deux points vectorielle: Hv(qg) = Qy

On définit la fonction d’Adler comme: /7 Spectre contenant

I'information physique
o0 2 1
lation de dii ' %) = tQ——IHt
(relation de dispersion)  A(Q~) fﬂ d (T 0 mlly (t) (Q2 — _q2 > O)

En Large N. QCD le spectre est: %Imﬂv(t) =) W M5(t - M)

n=1
2 M?
En posant z:% et =15 M?=M;  nous obtenons
i¥dy i
- In<
AQ*) =) Hin - | = Somme harmonique
= (1 + pnz)
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Two-Point Functions (in Large-Nc QCD) are Harmonic
Sums

0
< Hn 2 {Jg M?
A(0?) = h _ n=—, M?=M}
(Q7) Z Yn 1+ ,2)? where R and iTE ;

n=1

T 3 1
*‘4(’3) = Tz)“n gAcller(Pﬁnz) )\n — l s Y =71 = TF-‘?_’E"‘FEP

T

Harmonic Sums are defined by a Base Function and a Dirichlet Series

- oc
Base Function: gadier(2) = (1+2)° Dirichlet Series: A(s) = Y _ Ay,

n=1

(Riemann zeta-function: ¢(s)=>» n™*)
n=1

How does the Dirichlet Series appear ??

25



Harmonic Sums have a factorizable Mellin-Transform

fTﬂ 3 1
"4(3) = ’T;}‘n gAcller(P'ﬂnz) Ap = ; , Y= = WEFF_’E,,,E_
Base Function: 9Adier(2) = 1 _;3)2 Dirichlet Series: ﬁ(.g) — Z;"‘uﬁf.:x

n=1

c+100
A(z) = % / ds z7°A(s)['(1 + s)['(1 — s)

% Comment on the factorization of the 2z = Q*/M? dependence

M2
* Comment on the fundamental strip (Recall that Hn = 373 )
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i

In Large-N. QCD: a

In a model where

H
"

Phenomenological Example

1

2
aE ;T dm (1—$)(2—$) e? g./-l( = mg)

et () {2 [, D))

c—1i00

]. i i i
—Imlly (t) = Ac? E At — ﬂ-f{f — nazj (Golterman, Peris, Phily, de Rafael '02)
4 n=0

o

Als)=> (1420t =[1-2""¢(1 - )

n=>0
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The Left-Right Correlation Function

[t OIT {inydi (@) diey”un(©)} 0) = 5 (20" — °9"™) Mer(@?)

i R

LN

Taylor Expansion of Green’s Function

—Q*NLr(Q%)|g2—0 = F§ +4L19 Q° + O(Q")

Integral of Green’s Function

3
3272

C

| d@ (-omn@)
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II,:(Q% In Large Nc QCD

> M AM3 F§
11 2 Z vty .A A to
Lr(Q7) Q2 + M2 qu Q%>+ M3 Q2

No 1/Q? term in OPE = Y fEME =) fAME - F§ =0

1st Weinberg Sum Rule
No 1/Q* term in OPE e Y o foMy =) fiMi =
2" Weinberg Sum Rule

In Large-N, QCD there are an infinite number of sum rules which relate
Hadronic Masses and Couplings to Local Order Parameters of the OPE

and to Non-Local Order Parameters of the Chiral Lagrangian (Knecht—de Rafael '98)

Matching 1/Q° term to OPE  wmlp " f2 My — ) fIMS = [~d7a, + O(a2)] (v0)*

Matching to O(p%) in ChPT == > fi — > fi= 4Ly

29



- fvﬂf- = fiM3 F?
Iy, — —
’rH 12 41_.{2- Z QE ﬂj’j QE

+ One can use Mellin-Barnes for each Sum (infinite number of states)

ct+100
YOO An vy _ >
f— A ) s P P 1 - i ! e
! ’nl 1+ Hn < 271 J/ s (9) ‘ (S) ( S) with “L(") = E :)"H.IU“IH ’

and define properly the matching to the chiral expansion (z-small) and the OPE (z-large)

4 Models of Large-Nc (MHA): -~ 2, 09 = - L _ M

. gA= 5
Fy 94 |[:+l}|(:+,ﬁ) M3

and compare them to generalizations with an infinite number of states, example:

1 e ) = - “ 3> ‘Jx - ‘ I
—Imllpp(t) = —F3o(t) + 2F3 Y 6(t — ME —no?) —2F5 Y (t — M3 — no?)

Y
n=0 n=>0

1

@’ ga A z+1 2+ 5
— 1 r(C z | — o | —=
Pl @)= [ (”ﬁ) '(H;ﬁ
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]. ]_ . e _I_ L
: Versus 1+ 94 | 2 Il _ 0 2
g’*(3+1)(3+a) 1—ga + L 1+-L

08}

06}

04}

02}
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CONCLUSIONS

+ Harmonic Sums are the natural framework for Large-Nc QCD

+ Region absolute convergence Dirichlet series  {==> ChPT-region

+ OPE defined by Analytic Continuation of the Dirichlet series

< QUESTION 7727

QCD Generalized Two-Point Function <—=> Type of Dirichlet series
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