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Objectif: Presentation succincte des objets fondamentaux motivant le
seminaire de D. Greynat.

A Diagrammes de Feynman

Le formalisme perturbatif de la théorie quantique de champs (sur
'exemple de I'électrodynamique quantique).

[ Fonctions a 2 points en Large N QCD:

L'approche du secteur mésonique en chromodynamique
quantique a grand nombre de couleurs.




Les qualtre interactions fondamentales

Classe 1

* Inferaction électromagnétique

e Interaction faible - Thécc;rie ﬂuan’rique
e champs

e |nferaction forte

Classe 2

e Interaction gravitationnelle Relativité genérale




Les différents champs quantiques
(particules élémentaires)

Chaque interaction de la classe 1 est caractérisee par un ou plusieurs
bosons de jauge dont les propriétés sont bien mesurees expermentalement

el es bosons de jauge (spin j=1):

le photon (v, m=0, g = 0) = Interaction électromagnétique U(1)
les W (M=80GeV, g= *1)
le Z (m=91 GeV,q=0)
les gluons (g, m=0, g= 0) = Interacftion forte SU(3)

w |nteraction faible SU(2)

*|es fermions de matiere (spin 1=1/2):

les quarks/anti-quarks  (hierarchie de masses, g = + 1/3 ou = 2/3, couleur)
les leptons/anti-leptons  (hiérarchie de masses, g= 0 ou *+1)




Particules composites

(confinement de couleur)

Hadrons :

« Mésons (états lies quark + antiquark):
les pions (), les kaons (K), les éta (n)...

* Baryons (états lies a trois quarks):
les profons (p), les neutrons (N)...

e Pentaquarks (états lieés a quatre quarks + un antiquark):
existence sujette a polemique




L'interaction électromagnétique pure:
eéchanges de photons entre les fermions (g =0)

Electrodynamique quantique (QED):
Théorie quantique de champs: Mecanique quantique + Relativité restreinte
Theorie de jauge basee sur l'invariance sous U(1)

Theorie d'interaction des photons et des electrons achevée dans les
années 40 (Feynman, Schwinger, Tomonaga, Dyson...)

Meilleure théorie physique actuelle (prédiction theorigue du moment
magnetique anormal de I'électron en accord avec l'expéerience a 10!
pres!!)

De facon surprenante et contrairement a toutes les autres theories
physiques: pas de définition mathematique precise ni de construction
rigoureuse complete de QED...

[Jaffe & Witten, 2000, Clay Institute Millenium Problem]




Fonctions de Green et théorie perturbative

Les quantites mesurables en QED sont les sections efficaces, largeurs
de désintégration, rapports de branchement, etfc..

Ces quantités sont reliables a des fonctions de Green:

Produit chronologique Variables d'espace-temps

I / [
QT {(z1) - P(y1) - Apy (21) - Q)
\

/1 !

Vide physique de QED Champs de fermion
et d'anti-fermion

Champ de photon

, . vide libre de QED
Equation heuristique (Gell-Mann Low): Champs libres \

(o[ {9 B+, ) =110} )

(0 |Tei f d43$i_{t. (::)l 0)

QT {$(@1) -+ Blwn) -+ A (21) -} ) =
f f f

Champs en interaction Lagrangien d'interaction de QED




Lagrangien d'interaction de QED: Matrice de Dirac
(dicté par lIinvariance de jauge) / / Produit normal

Lo (2) = —e 1 00 (@) " A% () (2):

spineurs

Champ de fermion

. d3p 1 2 . . D L
V@ = [ 55 Y [a89 @) vi(5) e +af) () us () ] .,
‘ \/2 \/I;TF +m? *=! T T po=+/7|*+m?

Operateur de création d'un anti-fermion Opérateur d'annihilation d'un fermion

Champ d'anti- fermion
2
_{I{_]ﬂ{:j:} (JHIJ Z[ T'[-I'-] g {P} JApex k¢ 'H :'[:;JII Us [:F]I {”_”JII]

(2 };\/ 2/ 7| + m?2 *=!

Relations d'anfi-commutation: [ﬂi“{m-ulf_}{ﬂ’JL = [ (@), el (p J] = 855 0(0'— ")
Champ de pho’ron:

po= -,I,n'|ﬁ'|:—|-m:

3

AD( gi; 5’:: [ﬂ,h (ﬁ:) ik +ﬁ:I{ ) (ﬁ:) ik "*]

kn=-,;"|ff|2+1rn?_f

+ m~

Relation de commutation: [nf” (), a7 (7 J] = g d(F — ")




Développement perturbatif

On veut calculer:

(O[T {u0(@r) - Bwn) - A2, (1) -+ e "% )
<|:]' ‘Tei_j‘d‘*:r..‘f.,.b_(m}l U>

Developpement en Caché dans
serie de la constante —> 'exponentielle
de couplage e formelle

On a donc en fait au numérateur:

i (—:1") <U ‘T{w”(ml)-'-'&”( A9 ( Ud”‘x O (x)y" A% (2)4° (x) r}

n=>0
)

)

et au dénominateur:

- (0 ‘T{U A 502y AS (e () r}
n=0




Produit chronologique
et théoreme de Wick

Produits chronologiques:

T{(z1)Y(y1)} =9 (2] — 7)) w(@)(y1) — 9 () — 2F) Y (y1)v(2)
T{Au, (21)Apy (22)} = 0 (21 — 23) Apy (21) Apy (22) + 9 (25 — 27) Apy (22) Ay, (21)
Le produit chronologique « d'ordre n »
T {-w“(xl) o) y1) - AD (21) [ [ d'z : 90 (2)y" A ()Y () :] }
se factorise (relations de commutation):
[t [ @m0 0Dy, (A2 1) A )+ 43, ()
T 00, (@) 65, () -+ 20, (), (un) s oo 2% (wn)l, (un) )

Chaqgue produit chronologique peut éfre évalué a l'aide du theoreme de Wick:




Théoreme de Wick pour le champ de photon
T{A)(z1)- - AD, (w1) -~ AY (un)}

= 14D, (1) o A, () - AD, ()

fI51

[ ]
+ AU (31).:4512 (’32) : Aﬂs (33)A?1.-| (34) T AEI (ul) T AEH (un) '

H1

1] 0 1]
+ A, (21)A,,(z3): A,
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(22) A0, (24) - AD, (w1) - A0, (un) t + perm,

Ha

] 0 1] 0 0 0
+ Aul (zl)A (32)"4;;3(33)"’4 (34) CR Ayl (E]) e Au“ (uﬂ) :

Mz fa

10 i{) 10 0 0 0
+ A, (21)A,, (22)A (23) A, (24) - Ay (u1) -+ Ay, (un) 2 + perm.

4 e

0 0 0 0 0 o
+A, (zljuﬁlp_rg (22) Aﬁa(zg)flm (zq) mevreeees A, (up—1)A, (un)-+perm.

Propagateur du photon:

ddl‘)p e_ip‘[x_y}
(2m)4 p? +ie

A, @) A5(y) = (O[T {AL@) A, (¥)}]0) = igu Dr(a—y) = ~iguw /




Théoreme de Wick pour les champs fermioniques
T«{wﬂl(:‘m)---tﬁ,& (1) -+ 208 (u)Us, (ug) : - - =15§_"_(un)w§,,_(un)=}

= s, (@1) g, (1) -+ 308 ()Y, (wn) s -+ 2 (un)UR, (un) 53

_ ) ) ]
0, (@), (1) 60, (@2) -~ 03, () -+ 10}, (wn ), (wn) s -+ 50}, (un)}, () 22
 _ _ -
—|—’ﬂt’3’21 (1’1)@1 (Hl)ﬂi’gz(ﬂfa) t '%i’gg(y?) T =1i’21(u1): W’g“(“nwgu (un) : ++perm.
: 5|,.'|-' Yix): inferdit
l—' I—' -
£ 000y (@0)8 5, (1), (22)D 5, (42) £ 00, (w3) - UG () -+ 0%, (U, () 2 - 20 ()0, (utn) 2

[ T '|' 1
—0 i —0 r — ; Y .
+ )%, (@)U 8, ()00, (02)0 g, (y2) 1000, (3) - - U, (y3) - - :wil (un)yR, (wr) s -+ =WE,, (un) ¥R, (un) : +perm.

_|_ .
—0 | —0 . —0
+ o, (@Y 5, (1) Yo, (€2)0 g, (y2) oo PR, (un—1)¥ 5 (un) +perm.

Propagateur du fermion:

I_I

- d 1
VAT 5(1) = =7 5WV(E) = O[T {l@TSW}0) = iSrle-v)as =, i [ e = (aﬁ-mws)ﬁﬁ




Un exemple de calcul

La fonction a quatre points de la diffusion Compton: 7;»(‘ - ;J?Ii
iy

QT {AL(z1)Av (@2)Va(23)5(24) }| il/ | \;1<
e e

<0 ‘T{AD (1) A (22)00 (23) 0 (24) € ,ifd“m-‘if’n-a-(ﬂ}‘ﬂ> GelMann Low)

<[} |Tetfd‘.[r.5f nt. () I 0>

a Le numérateur:
* Terme d'ordre O(e?):
O|T {AD (1) Aﬂ(ir;)ya(ld)pj (z4)}|0) = (0 ‘T {AU (21)A%(x )} T {uﬂ (z3) pﬂ(mi)}lﬂ}

" o>

F
[: AD (1) A (z2) = + Aﬂ(m}ﬂﬂ(mﬁ)]

. —0
: Vg (w3)0g(7a) + + ’*f"?‘ﬂ(ﬂ’-a)'iﬁ?’.a(MJ]

Th. Wick
Tout produit normal dans le vide perturbatif |0) est nul donc:
1




* Terme d'ordre O(el):

<U‘T {Aﬂ(ﬂil)ﬂg(132)%'5’3(553)153(34)(—1'6)/dﬂiyl s 0 (y1) A (1) (1) }‘U>

e (y); fd " U‘T{AD (1) A% (22) A% (1)) T{wg(mg)@g(m): Uy, (W)U, (1) :}|0>

Nomibre impair de champs de photon == Terme d'ordre O(e'!) nul
- De facon génerale: terme d'ordre O(e***') nul 5
Donc redéfinition du parametre de développement: o —
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* Terme d'ordre O(«):

<ﬂ|T {A“ 1) AD (w2) 00 (23) 05 (24) (—ie)? fd yljrﬂd‘y_ u) ¥ AD () () 2 0 () 4 A,

= —drx (’Tm}il}u ("?‘m)j,q)h /fd‘ ’y1d"yz

x (0 [T {AD(21) A (@2) A%, (1) A0, ()} T {6 ()b (wa) = B8R, ()0, (9n) = 0, (92)08, (v2) 2} 0)

(y2)u (o) }| u>

\

— —F— | —
= —dmor (4M) i] o 0 0 0 0 0 ln 0 0 0 0
= —dmoc (Y")5,5, (V)5 [ [ d'wndye | AR (1) AD(w2) AL, (1) AL, (y2) + Ap (1) AL (22) A, (31) A, (92) + A [x1) A4, {HH (1) 4,.2@2]

[ — ] e -

'—|
S (rﬂu{rHﬂm]uI.'u:ﬁt;lt’yhx{y}ﬂ Az 1[4:]”x[Lru}uw:hl{sﬂn;.fu}+n (a3) 0, fl.'-u‘lufu:hu{nru}t,u[;ﬂu )| (0jo}




| | r | 1 l | 1' 1 |
:'{IL]II..|£~I,|:1_-_~] = —dmoe (" )5, a2, (7" ) 5000 ff dV iy iy [,42{.::1].411&-‘; }fi:1 {11 ]-Af:z{w} - A:: I:.r;]A‘r:{.i:-_r}:iﬂl{,rn]l:iﬂ! (y2) + .41][{.a:|}.4ﬁ[r3]z-’lﬂ: (a1 }fl:__,(;,rg}l

g [L'.r:':-f':ﬂl_".:{-f'-llailfih]'-'-‘2, () P, (w2 )03, (w2) + 00 (wa )P g (aa ), (1 )0, () W, (), (wr2) + w00 (s ) (), (3 )00, (o ), (), (yzfl‘ (0lo}

DOnC };um.|@[ﬂg} = —dmex (n.f'i“)z\ph {?”2 )}n-_:}r.! / d4y]d4y2

1 1 r— _ 3 i
{— AC (1) AD(2) AC, (1) A, () U2 (3) Py () ¥, (y2) 3, () ¥, (01 )%, (12)
1 1
— A () A (x2) A}

0 (1) AL, (y2) U0 (23T, (1) ¥, (wo)By(aa) 12, () ox, (112)

+ A (1) AD (w2) A, (1) A, (y2) ¥0 (@3 )i, (y2) ¥R, (1 )8 g (@) 5, EI.‘:Z}E'UI1 (1)

—

Iﬁ I—'l |
— AC (1) A, (1) A% (w2) AC, (y2) ¥ (23) g (wa) ¥, (y2) P, (91) ¥, (1) P

N ()0, (y2)
1 1 — —
— A% (1) AD (1) A (2) AC, (y2) U0 (23) B, (1) S, (02) g () ¥, (1), (2)

- 1

— —— — —
+ A% (1) A%, (1) AO(22) AS, (y2) VO (3) P, (y2) U3, (1) P (24) U2, (42) P35, (1)

— A9 (1) A, (y2) A% (22) A%, (1) 90 (a3)Dia(4) WS, (w2) B3, (w1) 03, ()05, ()

— — —— ——
— Al (1) A, (y2) Ap(x2) A (1) ¥4 {373]E1 () VY, (ﬂﬂaﬁ-}[ii'-i} ¥, (1 }E%g{ﬂ-ﬂ
1 r r —
+ A0 (21)AS, (y2) A% (2) A%, (1) 0 (23) 0%, (y2) ¥, (1) (a) ¥, (2) T3, (1)

L

Plus la puissance de a augmente, plus les expressions deviennent compliquées
= Méthode graphique de manipulation: Diagrammes de Feynman.




Exemple: Propagateur photonique | | Propagateur fermionique
! /

0 0 0 —0
Num. I@ (e?) = Ag(xl)Au(mﬁ) wa($3)ﬂ)ﬁ($4)

I €I

Diagramme de Feynman associé:

Ly
.\'um.|D[E¢} = —4dmro (7 ,.\ Al vH2)s5, 2 A /‘/d ydtys

1 1 l—' _ﬂ
|: 4Uffl}ﬂu{1z] Aﬂl(yl},{“ (y2) v (J‘c}b;fl )U,x {J’]bAl{yl}LM{JJJ y2) — @

L3

— A} (1) AD(2) A (1) A, (y2) ¥ {’!ﬂU:..,{JJ] b,:uﬁ{Jz]lLJ[ 4) %, [JJ}UL (y2) /;\
1 P P [ e i
o ‘ln(i‘l}ﬂﬂ{?z] “11,::. J!}Aﬂ (y2) ¥ (z3) Lf,\ (y2) %, (1 )0 g(xa) ¥, (w2) s, (1) > R
1 1 Iﬁ l—‘ I—'
— A (1) AS, (1) AL (2) A, (1) W0 (23 By 4) U3, (02) 05, () 08, ()%, (02) O
— — P — S S
— A% (1) AY (1) AL (2) A°, (y2) 00 (3) B3, (1) 0%, (w2 )Py () WS, ()P, (32) . 7—{
1 1 _
+ AL (1) AD, (1) A% (2) A, (2) ¥ (23)05, (v2) uElu.}E‘j( U, (12) V5, (1) > %
1 1 F %

— A% (1) A% (y2) AL (22) A0, (1) 020 (), 3{1;}“{yz}b;\,{yl}uhlu:}t (y2) —»

0 0 0 0
— A (x1) AL, (y2) Au(z2) AL (1) v {’!ﬂbp...{_a'l]b,xﬁ{_u [ 1}?.:;.,1[J1}¢1 (y2) »

1

1 I
+ AD (1) AD, (y2) AS(22) AS, (y1) 10 (3) 05, (11) U)..,{J]] a(Ta) ¥5, (2 H,{JJ_‘J]




Regles et diagrammes de Feynman

(représentation en position) 1948
] dip e~ (z—y)
072\ A0 (o — 2 CaN s P E
AL ()AL (y) = igu Dr(z —y) 0 _i"'g.m-f/ 2m)4 P2 +ie RAVAVAVAVAVAV Y
1 4,
0 (o T0 (0N — i Gl — oy u — i [P —ip(z—y) (;
W o) = iSe(e —v)as =i [ e oE) ., a y

—ie(Vu)ap / d*z 2

I existe une autre représentation aussi souvent utilisee: la représentation en impulsion




Regles et diagrammes de Feynman

(représentation en impulsion)

p

! AN

p? + de

—1 gp-.y

(xﬁ—réﬂf)qﬁ

—ie(Yu)ap }\

dip
Pour chague boucle dimpulsion p : f (2 ﬂ)4




Nous avons calculé le numérateur de

<(]I ‘T {Aﬂ(ll)ﬁg(ﬂfz)vg (.Irg){;{_)g(_rd) et f d",r:,f‘.m{m}}‘ []>
0 ‘Teifddx-fint_{u:} ‘ U>

Calcul du dénominateur:
<U ‘Teifd*‘m_@ﬂm,(m} 0>

= (0]0) — e~} <ﬂ|fd'1y1- (1) Ay, (y1)v° () - ‘U>

+ ;) Amﬂw< ‘/ dyrd y> T {z ¥°(y1) Ay, (y)¥°(y1) = ¢ '”('yf)ﬂﬂz(yg)*’f’ﬂ{y?}:}‘0>

:1+@+@+@+g

Ce sont des diagrammes du vide
lIs sont supprimeés par les diagrammes du vide du numeérateur.




Intégrale d'un diagramme

Regles de Feynman | G———————) arbitraire

A La contribution O («™) est la sormme des diagrammes (tfopolo-
giguement différents) a 2n vertex

= Developpement en puissance de « ou en nombre de boucles

Exemple: les regles de Feynman nous donnent (en representation en impulsion):

~ (4r ]Ilf dthk / rfiq ) 1 v 1 , 1 "‘ﬂl'h‘ . 1 ~ 1
B T Tl TS LR ey ——— 7 —— T - L v v
| ] 2 1 1 i

O En genéral fres difficile a calculer! = Developpements asymptotiques

(Representation de Mellin-Barnes, etc. cf. seminaire de D. Greynaf)
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La série perturbative

Probleme tres important: certains diagrammes de Feynman divergent. ..
= REGULARISATION & RENORMALISATION

Q Régularisation (dimensionnelle): passage de la dimension 4 & 4-¢
= Exfraction des divergences des diagrammes en puissance de % .

1 Renormalisation: redéfinition de la constante de couplage, des
masses et champs.

= Elimination des divergences des diagrammes.

Malgré la renormalisation, la série perturbative est une série asymptotique
divergente (nombre de graphes a n boucles ~ n!)

1 Resommation (fransformée de Borel) = mais on trouve des divergences
sur l'axe réel positif (renormalons) == non-resommable. ..

[ Aucune guantité n‘a ete calculee au-dela de 4 boucles en QED, sauf
moment magnétique anormal de I'électron (et du muon) pour lequel
'approximation a 5 boucles est deja en accord a 1011 1

cf. seminaire de D. Greynat pour moment magnetique anormal du muon.
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I existe une méthode de resommmation par paquets (classes de
diagrammes) fres utile pour la Chromodynamique quantique (QCD),
théorie des interactions fortes, généralisation non-abélienne de QED.

QED QCD

Groupe de jauge: U(1) |=———)  Groupe de jauge: SU(3)~
Constante de couplage: gg¢

constante de couplage: e

Cette resommmation par paquets peut éfre obtenue dans la limite:
SU(3) ™ SU(N)- Ne = o et go° N fixe

Cette limite est la QCD a grand nombre de couleurs (Large N. QCD).
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L’intferaction forte pure:
echanges de gluons entre quarks et... gluons

Chromodynamique quantique (QCD)
Théorie quantique de champs: Mecanigue quantique + Relativité restreinte
Théorie de jauge basee sur l'invariance sous SU(3)-

Formulée dans les années 70 comme theorie d'interaction des gluons et
des quarks (Yang, Mills, Gell-Mann, Gross, Wilczek, Politzer, 't Hooff,
Veltman...)

Comme pour QED, il n‘existe pas de definition mathématigue précise ni de
construction rigoureuse complete de QCD en dimension 4.
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Lagrangien d'interaction de QCD:

Line. (2) = —gs 10 (@) G° (@)t (x) :
o gsfabc: [aﬂaﬂua(m)} Gﬂub(m)G()yc(m):

4

Rappel: lagrangien d'interaction de QED
Zine.(x) = —e :9° ()" A) (@)Y ()

* Les quarks sont comme les electrons, avec un indice de couleur ¢ en plus,

qui peut prendre trois valeurs: bleu, blanc ou rouge (et aussi un indice de
saveur qui ne Nous intéresse pas pour la suite)

0 1
Vo ()
* Les gluons peuvent étre vus comme des matrices a deux indices de

couleur ¢ ef j. (G’U a(x)t“‘)i
y .

gt [£200G0, 2 (0)G°, (@) [£eGo ()G ()]
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QED QCD

leptons > quarks >
anfi-leptons < anti-quarks <
photon AN NN\ gluons TOOTOOTTV0

couplage couplages >mm’

Le lagrangien d'interaction de QCD induit deux nouveaux couplages.
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QCD Autre représentation graphique
pertinente pour Large N QCD

quarks L > ! : >
. ' J ]
anti-quarks J < J <
1 1
gluons BT —<
J J

couplages

AY

>Qm
I A | == A




Les fonctions a deux points
Exemple: <Q |T {@(@’Y“w(ﬁc)“@(y)’}’yw(g):}| Q)

o Dv=_> + & + DO+ ..
+ I D + 6 + ..

Redéfinition de la constante de couplage gs — g,—,: et notatfion double ligne
pour les gluons = developpement en 1/N. qui va $électionner une classe

(« paquet ») de diagrammes de Feynman dominants dans la limite N infini
pour la fonction a deux points: les diagrammes planaires O une seule boucle
de quarks (qui doit constituer les bords de chacun de ces diagrammes).
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En effet (sachant que chague boucle fermee donne un facteur N

QT {sv(@)v" ()20 (y)v" h(y): }| Q)

: VN 6{:'_\}. Ve ‘r e ‘r Foorm
Ordre: N, N N Ne™
sous-dominant

1 1 ] 1 f
e IV N = Ve (non-planaire)
Ne| N [N A
RIS
' |
vNe WNe Fich

©_ sous-dominant
Ne N1/ (gluon sur un bord)
+ b + + .
sous-dominant VNe Ve - N
(2 boucles de quarks) ™ NCO N

+ ...
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En conclusion, dans la limite Large N:
QT (@) (@) (y)r b (y):}| Q)
= O S (DO
Large N, n @} N 5’?& L
+@ +

+ ...

Plus généralement les diagrammes dominants dans cette limite sont du type

On effectue donc une classification (topologique) par « paquets » infinis de
diagrammes de Feynman.

La resommation du « pagquet » dominant n‘a pas pu éfre calculee jusgu’ici
nMais peut étre interprétée physiquement en tferme de champs de mésons.
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Les états intermédiaires

(de notre fonction a deux points)

Diagramme de Feynman typique

>
y — C— oz @y

Les états intermédiaires sont une somme infinie d'états a un Mméson
(rappel: meson = état lieé quark - anti-quark)

Ceci est dU au confinement de couleur (les hadrons n‘ont pas de couleur).

’ du type : /G" .G, G 4" (singlet de couleur indivisible)
/ Donc approximation perturbative d’'un méson.

Etats intermédiaires A contrario on ne peut pas avoir G "¢ G,
car c'est un état intermédiaire a 2 e o ’
particules, typiguement non-planaqire  mesonique glueball
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La resommation («non-perturbative») de tous les diagrammes planaires est
donc une somme de propagateurs mésoniques

B iInconnus
o =Xe e -

Large N,

Donc fonction de Green meromorphe.

Non seulement interprétation mesonique, mais aussi grande simplicite.
En fait, la sormme est infinie (pour reproduire des contraintes de QCD
perturbative).

Fonctions a deux points fres importantes pour la physigue des mesons.
Permettent de connaitre constantes de couplages de Lagrangiens
effectifs, etc.

e Lien avec sommes harmoniques [cf. seminaire de D. Greynaf)

fonction de base g(k*) =

amplitudes An =

frequences fin = —5
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