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Modele de polymere au voisinage d'une surface
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Une version simplifiée par les physiciens
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Une version resimplifiée pour la combinatoire
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Interactions inférieures
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Interactions inférieures [Denise, Simion 95]
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La difficulté des interactions supérieures

NN A7
inf(c) ~ inf(cy) + inf(cp)
sup(c) = sup(cy) + sup(cp)+min(k + 1, )
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Trois approches pour énumérer les chemins de Dyck selon la
demi-longueur et le nombre d'interactions supérieures :

» Une équation fonctionnelle “ a la Temperley”.
» Une équation g-algébrique.

» Des interprétations combinatoires en termes d'empilements.
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Résolution par une approche a la Temperley Fem @) AR

Résolution de I'équation fonctionnelle

Utilisation d’'une équation fonctionnelle a la Temperle
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Résolution par une approche a la Temperley Ve @ SR

Résolution de I’équation fonctionnelle

Mise en équation par strates
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Résolution par une approche a la Temperley Ve @ SR

Résolution de I’équation fonctionnelle

Mise en équation par strates

D(t, u;s)
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Résolution par une approche a la Temperley Ve @ SR

Résolution de I’équation fonctionnelle

Mise en équation par strates

ts ut ts
D(t, u;
(£, uis) 1—ts 1—utl —ts

(D(t, u;s) — D(t, u; uts))
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Résolution par une approche a la Temperley

Mise en équation
Résolution de I’équation fonctionnelle

Mise en équation par strates

_ ou ou
D77 200777 o
D(tuis)= o e (D9 = D6t t
u S uts
A ut(1 — S(D(t, u; 1) — D(t, u;s)) — - uts(D(t, u; 1) — D(t, u; uts)))
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Résolution par une approche a la Temperley Ve @ SR

Résolution de I’équation fonctionnelle

Ajout strictement croissant d'un pic

k
f(t, u)s* e 0) D D (ut)'sH(es) = Flt, ) (s — (uts))
>t =06) s . ftutz £t u)(s* — (uts)¥)
1 is ts 1 5tut (D(s) = D(uts))
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Résolution par une approche a la Temperley Fem @) AR

Résolution de I'équation fonctionnelle

Résolution algébrique de |'équation fonctionnelle

On pose g = ut et on écrit |'équation sous la forme

D(s) = a(s) + b(s)D(1) + c(s)D(qgs) + d(s)D(s).

e Une itération de I'équation élimine D(qgs).

(q—1t)o\" ql"2)
t;( —q > (g)n(qto?),

(g—t)o\" gl)1 (1 tq"0)
92 ( 1—gq ) (g)n(gto?)n (1 — g"o)(1 — g"t1o)

n>0
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Résolution par une approche a la Temperley Fem @) AR

Résolution de I'équation fonctionnelle

Résolution algébrique de |'équation fonctionnelle

On pose g = ut

D(s) = an(s) + An(s)D(1) +n(s)D(q"s) + d(s)D(s).

e Une itération de I'équation élimine D(qgs).

(q—1t)o\" ql"2)
t;( —q > (g)n(qto?),

(g—t)o\" gl)1 (1 tq"0)
92 ( 1—gq ) (g)n(gto?)n (1 — g"o)(1 — g"t1o)

n>0

D(t,u) = —
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Résolution par une approche a la Temperley Fem @) AR

Résolution de I'équation fonctionnelle

Résolution algébrique de |'équation fonctionnelle

On pose g = ut
D(s) = aoo(S) + Boo(s)D(1) + d(s)D(s).

e Une itération de I'équation élimine D(qgs).
e La méthode du noyau élimine D(s) et introduit o.

(q—1t)o\" ql"2)
t;( —q > (g)n(qto?),

(g—t)o\" gl)1 (1 tq"0)
92 ( 1—gq ) (g)n(gto?)n (1 — g"o)(1 — g"t1o)

n>0
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Résolution par une approche a la Temperley Fem @) AR

Résolution de I'équation fonctionnelle

Résolution algébrique de |'équation fonctionnelle

On pose g = ut

(1 —d(s))D(s) = axal(q"s) + Boob(q"s)D(1).

e Une itération de I'équation élimine D(qgs).
e La méthode du noyau élimine D(s) et introduit o.

(q—1t)o\" ql"2)
t;( —q > (g)n(qto?),

(g—t)o\" gl)1 (1 tq"0)
92 ( 1—gq ) (g)n(gto?)n (1 — g"o)(1 — g"t1o)

n>0
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Résolution par une approche a la Temperley Fem @) AR

Résolution de I'équation fonctionnelle

Résolution algébrique de |'équation fonctionnelle

On pose g = ut

0 = @oo(7) + Boo() D(1).
1—d(oc)=0.

e Une itération de I'équation élimine D(gs).

e La méthode du noyau élimine D(s) et introduit o.
e On utilise les relations entre les racines du noyau.
e Une division permet d'exprimer D(1).

(g—t)o\" gl2)?
2 (5=7) @t
(g—t)o\" q¢l")! (1— tq"0)
>3 ( 1—-gq ) (g)n(gto?)n (1 — g"0)(1 — g"tlo)

n>0
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Changement de modele
Résolution de I’équation g-algébrique

Une équation g-algébrique

Utilisation d’'une équation g-algébrique
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Changement de modeéle

Une équation g-algebrique Résolution de I’équation g-algébrique

Une régularité liee aux interactions supérieures
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Changement de modéle

Une équation g-algebrique Résolution de I’équation g-algébrique

Changement de modeéle
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Changement de modéle

Une équation g-algebrique Résolution de I’équation g-algébrique

Changement de modeéle
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Changement de modéle

Une équation g-algebrique Résolution de I’équation g-algébrique

Changement de modeéle
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Changement de modéle

Une équation g-algebrique Résolution de I’équation g-algébrique

Changement de modeéle

22

Les chemins a petits creux sont les chemins de Dyck évitant les double-creu

Yvan Le Borgne, LaBRI Interactions supérieures dans les chemins de Dyck




Changement de modéle

Une équation g-algebrique Résolution de I’équation g-algébrique

Changement de modeéle

T

Les chemins a petits creux sont les chemins de Dyck évitant les double-creu
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Changement de modéle

Une équation g-algebrique Résolution de I’équation g-algébrique

Changement de modeéle
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Les chemins a petits creux sont les chemins de Dyck évitant les double-creu
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Changement de modéle

Une équation g-algebrique Résolution de I’équation g-algébrique

Changement de modeéle

V 0

Les chemins a petits creux sont les chemins de Dyck évitant les double-creu
q(1 — g“*y)
t(1—q)

Un petit creux a la hauteur k est valué
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Changement de modéle

Une équation g-algebrique Résolution de I’équation g-algébrique

Une équation g-algébrique

Qi

7 7

e,

DI 00

Z

B q(1 — qy)
Dly) = t+ t(t(l — q)) D(y) + tD(qy() .
q(l — qy q(l — qy
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Changement de modele

Une équation g-algebrique Résolution! dell équation] qealgabrique

Résolution de |'équation g-algébrique

On veut trouver D(y = 1) a partir de

D(y) + D(qy) + D(qy)D(y) + 1 =0.

On change de fonction inconnue en posant

aH(qy) + B)HY) D(y) — v(y)H(qy)
7(y)H(y) aH(y) + 8(y)H(ay)

(Le premier changement au moins est inspiré de [Brak et
Prellberg 95])

D(y) =

— H(y) + H(qy) + H(g%y) = 0.

On résout directement ou bien en lisant [Abramov, Petkovsek et
Paule 98].

Rqg: On peut mettre en équation a la Temperley avec y en plus.
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Changement de modele

Une équation g-algebrique Résolution! dell équation] qealgabrique

Expression avec la variable y

tq
2 (1= q)"()n(qtod)n ~

D(y) = n—1 "= B B B
Z qq2n+( 5 )O_n(q _ t)n 1 q(taq” 1)2 _ (taq” 1) 11 .
= (1—q)" (9)n(qta?)s 4

e L'ajout de la variable y ne modifie pas la valeur de o(t, q).
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs

Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Interprétations combinatoires
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Chemins a petits creux bicolores

Valuation d'un petit creux a hauteur k:

g(1 — g*Tly) q —gkT2y

t1-q) tl-q)  tf(1l-q)

=0+ N

I

7
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Interprétations combinatoires d'éléments de la formule

(q B )n_|_1q(n—|—2)yn
—q)"(q)n(t/q)n+2

Lien avec [JvROO

(q L t)n—i—lq(n+1)
=5 (1= a)"(a@)a(t/q)n
Z 6ntn yn
e (g —1)3"(q)n(qto?)n
5n nsnyn
AiRin;:nenetie®e Z 3nt y :
+ conditions simplificatrices n>0 (g —=1)°"(q)alqto)s
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Une autre interpretation de o
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Une autre interpretation de o
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Une autre interpretation de o

.
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Une autre interpretation de o

.
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Une autre interpretation de o
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Une autre interpretation de o
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Une autre interpretation de o

" © N\ 7
W 7

Yvan Le Borgne, LaBRI Interactions supérieures dans les chemins de Dyck




Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Une autre interpretation de o
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Une autre interpretation de o
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Une autre interpretation de o
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Une autre interpretation de o
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Une autre interpretation de o: les chemins a petits creux
blancs apres une double descente
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Les chemins a petits creux noirs :

A\ A
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Les chemins a petits creux noirs :

NI
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Les chemins a petits creux noirs :

nlimuuaummmmmmmmmmuuuunmanares

Yvan Le Borgne, LaBRI Interactions supérieures dans les chemins de Dyck



Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Les chemins a petits creux noirs :

¢ ]
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Les chemins a petits creux noirs :
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Les chemins a petits creux noirs :
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Les chemins a petits creux noirs :
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Les chemins a petits creux noirs :

Enumération par le lemme d'inversion pour les empilements de Viennot.

e

R
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Les chemins a petits creux noirs :

Enumération par le lemme d'inversion pour les empilements de Viennot.

e

R
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Les chemins a petits creux noirs :

Enumération par le lemme d'inversion pour les empilements de Viennot.

t Z (q — t)r+ig("2)yn

n>0( _q) q)n(t/Q),H_z

(CI 4 n_|_1q(n+1)y
;,( 1—q)"(q)n(t/q)n
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Enumération des empilements triviaux

T(qy) _
1 2 3 4 5
_|_
xqyT(qy) ) R
1 2 3 4 5
2 2 2 2 9 +
- Tly) = -
O—0—0—0—0—0 - xq’y*tT(q%y) o
or—0—0—0—0—0 -
1 2 3 4 5
_|_

(t+tq2y)/q2(7(qy)—(1+xq2y)T(q2y)) B 0O 0 -

0—0—0--«>—0—o0 -
1 2 k k+1
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Cas des empilements a long segments initiaux

= (t+1tq’y)/ qQ(T(qy) — T(q%) — quyT(qzy)> = T=3(y)

1 2 k k+1
\ /(t + tq?y)
(e —— -
B3 O 2
— T T = ghy? =+
0—0—0--4>—0—0 -
1 2 k k+1

B _ O -

0—Q-->—0—0—0 -
1 k—1k k—+1

T(y) — T(ay) — (—ay) T(aqy) = T=a(y)
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Remarque sur le changement de variable

A AL A A

E(t,y,u uy.t.uy D(t,y,u
H(qy)
2 2 2 2.2
t — E(y) = t? + t2qy + tg°y?D(y
Hiy) (v) (v)
1 H(gy) > )
D +2 2 ¢
) tq2y? ( H(y) v
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Et le terme (q).(qto?), ?

On considere les chemins bicolores ou les creux noirs sont isolés.

On regroupe les chemins selon la suite des hauteurs des creux noirs
et des hauteurs minimales entre deux creux noirs.

Les représentants sont les chemins les plus courts.

AAPAL WA

1000000000080\

NN NN
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Et le terme (q).(qto?), ?

On considere les chemins bicolores ou les creux noirs sont isolés.

On regroupe les chemins selon la suite des hauteurs des creux noirs
et des hauteurs minimales entre deux creux noirs.

Les représentants sont les chemins les plus courts.
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Et le terme (q).(qto?), ?

On considere les chemins bicolores ou les creux noirs sont isolés.

On regroupe les chemins selon la suite des hauteurs des creux noirs
et des hauteurs minimales entre deux creux noirs.

Les représentants sont les chemins les plus courts.
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Et le terme (q).(qto?), ?

On considere les chemins bicolores ou les creux noirs sont isolés.

On regroupe les chemins selon la suite des hauteurs des creux noirs
et des hauteurs minimales entre deux creux noirs.

Les représentants sont les chemins les plus courts.
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Les chemins a petits creux blancs
Les chemins a petits creux noirs
Interprétations combinatoires Des chemins a creux blancs et noirs

Et le terme (q).(qto?), ?

On considere les chemins bicolores ou les creux noirs sont isolés.

On regroupe les chemins selon la suite des hauteurs des creux noirs
et des hauteurs minimales entre deux creux noirs.

Les représentants sont les chemins les plus courts.
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Et le terme (q)n(qto?), ?
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Perspectives

» Finir la preuve utilisant les empilements.
» Déterminer le diagramme de phase de ce modele de chemin.

» Evaluer la généralité des techniques de résolution des
g-équations utilisées sur cet exemple.

Yvan Le Borgne, LaBRI Interactions supérieures dans les chemins de Dyck
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