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Enumération de graphes étiquetés

Gn.m : ensemble des graphes sur {1,...,n} a m arétes.

Cn.m : sous-ensemble des graphes connexes.

Gnm = |Gnm| = (%?).

En termes de séries génératrices,




Graphes connexes et exces

Graphes connexes sur {1,...,n} : au moins n — 1 arétes!

— m=n—1 : arbres de Cayley ;
— m = n : graphe unicyclique ;
— plus généralement, m = n + k avec £ > —1 ; l'entier k

est appelé 'exces du graphe.

On va intéresser aux . et a leur pour
n — o0. ©

On pose Wi (z) = Z C’n,nJrk;Z—.

n!
n>0



Graphes connexes et exces

On veut calculer Wy (z) = Z C’n,nj%z—'.
n!

n>0



Echauffement combinatoire

Arbres enracinés : 7 = Z x Set(7)

— T(2) = zexp(T(2)),

non enracinés : 7 = OW_;

W (2) :/sz :/erz:/(T’—TT’)dT:T(z)— %T2(z),

zZ

graphes unicycliques : Wy = Cycle(7, card > 3)

1 1 T?
= (1 N
— Wo 2(0g1—7’ 2)




Au-dela

C(z,q) = ch,mznqm = Z Wk(ZQ)qk-

k>—1

Marquer deux sommets donne une aréte :

 TH6-T) T4(2 + 28T — 23T% + 97° — T*)

W =oqnom 2= 48(1 —T)®
Thm. 1 (Wright77). Wi(z) = (1Afg((;))))3k, Ai(z) € Qlz],

k>1.



Analyse de singularité

Singularité de plus petit module —

Comportement local —

Thm. 2 (F10d84). Sous des conditions légéres

f(z) =g(2) + O(h(2)), z—p=

Une échelle asymptotique simple se traduit

z 1
(1 — 2)*log” ~ N.
[2"]( ) log T , ag
Méthode : Localiser les singularités dominantes ;

développer localement ; traduire.



Application aux arbres

T(p)e TW =p  (1=T(p)e TP =0 (fets. impl.)

:>,0:e_1.

1-T) (1-T)3

TeT=el(1-(1-T)e T =e! (1 | —

z=e 1t —e 11 —ez)

HT(z)zl—\me—i—'“.

2" T(z) ~ \/§e”n3/2, (Stirling!)
T



L’asymptotique du nombre de graphes connexes

1. Lorsque n — o0,

vV 2 1
Cn,n—l — nn—2’ Cn n — nn—1/2 ( T — ! + O(n)> )

’ 4 6+/1
3k—1 A (1)
nA™ (T2 1 o k2 1
i MONE ) ) Lo
Crnoe 2, AOVE L)) T rEm Va ol
Thm. 3 ( ). Les A,gj)(l) sont donnés par
N E_ N (6F)! k .
;Ak(l)az = log (;;) (3k)!(2k)!32k25kx ) : [JaKnLuPi93]

=, r 4—-Tx L3 Ai'((22)2/3
;Ak(l)xk: R (1—|—(2:1:)/ Ai((((za;))—2/3)>>

Surtout, la méthode donne une preuve analytique directe a la fois
du théoreme de Wright et de ces résultats.



De la combinatoire a ’analyse

La série génératrice des graphes connexes, Y
n —1\n
) k% n(n—1)/2 (z2q7")
Q(z, —q) := E;Cn,wrkq = qlog (Z (14 q) — )

diverge pour ¢ > 0, mais pas pour —2 < ¢ < 0!

Pour V(z) =) wvy2™ avec ) |v,| < 00 et
w € (0,1),

2 ]_ o0 . -1 2
an /2,Un _ _/ V(ezaz\/logw >€—x /2 dr.
- V2T J oo

Démonstration :

et/ = 1 /+OO Tt o= /2 g
V2T J o




Graphes connexes via ’analyse

Pour ¢ € |0, 1] la série génératrice des graphes

connexes s’écrit :

1 oC 5 o N—1/2 .
Q(z,q) = —qlog (\/_2?/ exp (—%—Z(l q()l /ewMQ))d:E),

ot A(q) = v/log (T — ) 1.
Comme Q(z,9)“=") ;¢ Wi (2)q", on cherche & faire un

développement pour ¢ — 0-+, avec z comme parametre.

Le changement de variables w = x\ simplifie un peu l'intégrale en

> 1 [ w? -
/ exp (—— (— + ze“")) exp(...) dw.
—00 q 2 N——

lim finie, ¢ — 0



Le paysage




Le paysage quand ¢ — 0

T=.3etqg=1/2

Le point col tend

vers w = —i1'(2)

La valeur au col tend vers exp(T — T7/2).



La méthode du col

I = /exp (—%f(’@) gw)dw,  ¢—0+.

Principe : l'intégrale se concentre aux cols (ou f'(r) = 0).
1. On y déplace le contour par Cauchy.
2. Changement de variables quadratique (de plus grande pente)

flw)=f(r)+y°.

3. Localement, on développe et on integre terme a terme

2 dw _ 27mq
(W) g, 9+

q — 0+4.



Application aux graphes connexes

AV 2T f7(r
q g\r
:f(T)—qlog f”(’r) ()\)>—qlog(1—|—)
Le point col est en w = —iT(z) (ou T est la série des arbres) !
T2
B
f) =T,
f//(r) =1- T7

Le dernier log donne les A;.



Résumeé

La méthode du col appliquée a la représentation intégrale

= [ ow (5 (Fre)) ot

lim finie, ¢ — 0

donne le développement

Q) ~ (161~ T2 ) - (Yo s - T - T

40+ > 1 —T(z) 2 4
+ Z Ak : ;Z; >> 3 (_q)ka
k>2

ou les Ay sont des polynomes en T'(z).
On retrouve a la fois les résultats de Cayley, Rényi et Wright.

(Ca donne les premiers Ay (x) facilement, et donc aussi ces Ag(1),
mais ce développement n’est pas valable lorsque T'(z) — 1.



Le paysage pour ' proche de 1




Phénomene d’Airy et méthode de cols

~
Un col simple. Airy z # 0, Airy 2 =0
deux cols voisins. Un col double.

La fonction d’Airy est une solution de y” — zy = 0,

i /3

1 ooe
Ai(z) = —/ el /32t gt

227( ocoe—im/3



Les cols coalescents [ChFrUr57]

I = /exp (—%f(’@) gw)dw,  ¢—0+.

Principe : attraper les deux cols 7 et p qui coalescent.
1. On y déplace le contour par Cauchy.

2. On effectue le changement de variables cubique

f(w) = Pw) = f(r)+ f(r) H—Sf(/))

P(0) = f(r), P(=0) = f(p), f(p) — f(r) ~ —20°/3,0 — 0.

3. Localement, on développe et on integre terme a terme

(2v° + 30v?), 0:=1-"1T.

i /3
(&2 ©. @) d
I=— e P/ g(w(v))—w dv.

e—17/3 50 o dUJ

ZkZO gk (q79)vk




Airy apparait dans les calculs

Tout se réduit a une réorganisation de développements

asympotiques apres avoir calculé

6z’71'/300
I, = — e~ PW/ayk gy,

e—t7/3 0
La série génératrice se ramene a Airy
k
2z 20
S 1y = Coxp (=3 AiGus + ),

k>0

puis se développe :

= CAi(v) + (CpAi'(v) — % Ai(v))z + - -






