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Prologue

— Décomposition en composantes irréductibles des solutions de systemes
algebriques (Kronecker).
— Factorisation des polynémes a plusieurs variables.



Introduction

Factorisation dans K|z, y]

Notations : K est un corps (commutatif).

. , OF
SiF € K[x,y]|, onnote F' = —.
oy
Entrée : F € K|z, y|.
Sortie : Facteurs irréductibles de F'.
() deg, (F) = deg(F) =d
(2¢) Resy, (F’, F)(0) # 0
Algorithme : Remontée + Recombinaison

1. Factorisation dans K{[z]]|[y]/(x) ;

2. Remontée de la factorisation dans K |[[x]][y]/(x7) ;

Hypothéses :

3. Recombinaison des facteurs.

» Si Res, (F', F') # 0, ces hypothéses peuvent étre satisfaites apres un
changement de variables linéaire genérique.
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Bibliographie

Complexités exponentielles :

m Kronecker (1882) : substitution © < =, y + x4+,

m Zassenhaus (1969), Musser (1973) : Remontéee + Recombinaison.
Complexités polynomiales :

m Chistov & Grigoriev (1982).

m Kaltofen (1982) : approximants algébriques, O (d*?).

m Lenstra (1982) : réduction de réseaux (LLL), O(d®).

s Noro & Yokoyama (2002) : bases de Grébner, O(d°).

m Gao (2002) : recherche de formes différentielles exactes, O (d®).

m Belabas, van Hoeij, Kliiners & Steel (2004, en préparation) : cadre
plus général (Z[x], petite caractéristique. . .).

m BolLeSaScWi (ISSAC 2004) : dérivée logarithmique, O(d*),
2 < w < 2,39,
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Améliorations de la méthode
Remontée + Recombinaison

» A l'origine, la phase de recombinaison était exponentielle.
» Préférée en pratigue aux methodes polynomiales.

m 1. Sasaki et al. (1991, 1992, 1993) heuristiques : ramenent la
recombinaison a de I'algébre linéaire sur une matrice o2 x O(d).
Conjecture : o = d + 1 suffit “presque tout le temps”.

m Gao & Lauder (2000) : si K est fini, la complexité moyenne de la
recombinaison est polynomiale en d.

m Belabas, van Hoeij, Kliners & Steel (2004, en préparation) :
o = d(d — 1) + 1 suffit pour faire la recombinaison en temps
polynomial.

m BolLeSaScWi (Issac 2004) : o = 3d — 2 suffit si la caractéristique de K
est nulle ou au moins d(d — 1) + 1.
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Plan de 'exposé

Od°")y + OI)d?log(d)°V
» " Ve
Recombinaison Remontée



I. Recombinaison 7

o = +oo suffit

Théoréme [Sasaki et al., 1992] Soit F € K|[x,y]q, SOit FF = F; --. F,. sa
factorisation dans K [z, y] et soit F' = §; - - - §s Sa factorisation dans
K |[[x]][y]. Alors

£={(ts....) eK" MUN :.u € Klz,yla}

est un sous-espace vectoriel de K* de dimension r. De plus, si
F; =1[;_, 85" alors {p1,..., u,} estune base de L.

But : Trouver o < +oc tel que le théoreme reste juste en remplacant £
par

Lo = {(tr,....6) €K | MN :q € Klz,yla-r + (@”)K[]lly]}

Lemme : £ = (ft15...,40) C Lo



I. Recombinaison

Exemple

Soit F = y3 —y + z2 € Qz, y].

Ona F(0,y) =y(y—1)(y+1); remontée en précisionoc =d+1 =4
F1 Eo&aqﬂﬁluu_.wam._.hoﬁ&pvm
F2 mod x° = y — z22 4+ 0(z?);
Famod xz? =y + 1+ wam + O(x?).

Donc 35—, 4 w|mmu mod x° = £1F283 + £283F1 + £385152 mod x =
(€1 + L2 + L3)y® + (€1 — €3)y + (€3 — €1)x? — €2 + (€2 — & — 2)z?y.

L, = TN:?@ cQ® |ty -8 — b = i — A?o,my (0,1, |:v.

» o = d + 1 ne suffit pas pour lire la factorisation.

» En précisiond + 2 =5, L5 = ((1,1,1)), donc F estirréductible.



I. Recombinaison

o =d(d— 1) + 1 suffit

[Belabas et al., en préparation 2004]

SiFi=F1-Fmetd ?whﬁ = Q + O(xd=D+1) glors £; = -

Soit p;(z) € K|[[z]] tel que F;(x, v;(x)) = 0, alors
S

Pourtout 3 € {1,...,m}:

1. Resy,(¢;F' — Q,¥;) € O(x?).

2. Resy(¢;F' — Q, F1) =[]~ Resy (¢;F' — Q,F:) € O(x?).
3. deg,(Res,(¢;F' — Q, F1)) <d(d —1).

4. Fy divise £;F' — Q.

QA.H“ mb.u.v — N.u. A.Hu mbu.v + GAHQV — N.Q.NH\AHu ﬁu.v + QAHQV.




I. Recombinaison

o = 3d — 2 suffit si char(K) = 0 ou
char(K) > d(d —1) + 1
Soient ¢, ..., ¢q4 les racines de F dans K[[z]][y].
Il suffit : (£;F' — Q)(x,¢;) =0 mod xd(d-1+1,
Hypothése : (6;F' — Q)(x,¢;) =0 mod z°.

~ llexiste A € K[z, ylsa—s tel que (Q/F'(z, ¢;))' = A/F'3(z, ¢;).

— A(z,¢;) =0 mod x° 1.
— F divise A, en particulier (Q/F’)(x, ¢»;) est de dérivee nulle dans
K|[[z]], donc = £; modulo z"#(K) et aussi modulo z°.
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I. Recombinaison

Exemple dii a van Hoeij
Soit p un nombre premier, F = yPT1 4+ Pt — 1 € Fp2 [z, y].

— F estirréductible dans Fp: [z, y].
— Lpp+1) 7 Lpp+1)+1 = AAHQ ..., va

» Il est donc nécessaire de remonter en précision d(d — 1) + 1 dans cet
exemple.
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I. Recombinaison

Algorithme

1. Factoriser F'(0,y). On obtient §; mod «x,...,&s mod x;

2. (Remontée) Calculer §; mod z%,...,%s mod x;

3. (Recombinaison) Calculer une base échelonnée réduite {g1,. .., ptr}
de L, :
— Construction du systeme lineaire,
— Calcul de la forme échelon réduite.

mo:_m”_umﬂocq:mqﬁ.ﬂ EMHH ww: mod z%*1, pouridelanr.
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I. Recombinaison 13

Analyses de complexités

Lo = ((b,...,L) € K? MUN :.q € Klz,yla—x + (=) K][[z]][y]

Théoréme [BoLeSaScWi04] Soit K un corps de caracteristique zéro ou
supérieure a d(d — 1). Soit F € K|z, y]q €t soit 0 = 3d — 2. Alors

Lo =

Corollaire [BoLeSaScWi04] Sous les hypotheses précédentes, I'etape de
recombinaison est dominée par le calcul d’'une forme echelon réduite
d’'une matrice de taille

e 3d? x s, par un algorithme déterministe,

e 6d X s, par un algorithme probabiliste.
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Algorithme probabiliste

A, =

m \
mpnmmmmm_ Mm&oomm. AWH.&LQNQV HowwM&IHv&Muf_'wMﬁIH
=1 ¢

Lemme w(L;) C Ar C w(Lr—gy1)-

m \.mu .
>w”mrmm~mm_ Mm&oomm. AW% Aaqmavwagv Hou&MwMﬂIH

1=1

Lemme Pour tout b € K, il existe un polynbme non nul P, € K|[z] de
degré au plus (s — r)(d — 1) tel que si Py(a) 7 0 alors A, = A2 N AL,



I. Recombinaison

Détail des complexités de la recombinaison

Entrée : §1.s a précision O(x™).

On prend 7 = 4d — 3.

Substitution y — ax : O(d?).

Construction du systéme : O(dM(d)).

Forme échelon réduite : O(d* log(d)) [Storjohann, 2000].
Calcul des F; : O(dM(d)).

Sortie : Fy,...,F,.
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I. Recombinaison

En pratique...

Soit K un corps de caracteristique zéro ou supérieure a d.
Soit FF € K[x,y]getsoito =d+ 1 (7 = 2d).

Théoréme [Sasaki et al. 1992, BoLeSaScWi04] Si la forme échelon

reduite de L, ne contient que des 0 et des 1, alors

Lo =L.

Corollaire [BoLeSaScWi04] La recombinaison est dominée par le calcul
d’'une forme échelon réduite d’'une matrice de taille

e 1/2d? x s, par un algorithme déterministe,

e 2d X s, par un algorithme probabiliste.
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I. Recombinaison

F=S,=]]yxve+1x---+/x+n), K=17/7549747217.

Déterministe

degré nouveau ancien construction forme taille
n total Hensel Hensel systeme échelon maitrice
7 128 1.72 s 4.48 s 3.19 s 0.86 s 64 X 8256
8 256 8.19 s 35.1s 27.3s 13.0s 128 X 32896
9 512 38.2s 168 s 234 s 198s 256 x 131328
10 1024 177s 786 s 2007 s 3108s 512 x 524800

Probabiliste

degré  factorisation nouveau  construction forme taille
n total fibre Hensel systeme échelon maitrice
7 128 0.13 s 3.04 s 0.13 s 0.02 s 64 X 256
8 256 0.37 s 15.4's 0.57 s 0.18 s 128 X 512
9 512 1.11s 73.2s 2.56 s 1.55s 256 x 1024
10 1024 3.68 s 348 s 11.4s 12.1s 512 x 2048
11 2048 13.4s 1700 s 52.2's 95.2s 1024 x 4096
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I. Recombinaison

muAHv@v — MAS\AHNv @vmﬁ\@kwuav

n Amm\uﬂw Maple 9 Magma 2.9-15 Asir notre code
3 8 0.589 s 0.04 s 0.01s 0.02s
5 32 50 min 4.36s 2.36 S 0.75s
7 128 > 41h > 1 jour > 41h 17.7s
9 512 erreur > 4 jours erreur 394 s
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II. Remontée

Complexité de la remontée

Théoréme. [BoLeSaScWi, ISSAC 2004]

A partir de &4, ...,&s mod x, on peut calculer F1,...,Fs mod % en
4M(a)M(d) log s + O(M(d)(M(o) + log d))
opérations dans K.

Meilleur algorithme connu avant [Shoup, Lemme de Hensel +
« diviser pour régner »] :

NM.N M(o)M(d) log s + O(M(d)(M(o) + logd))

opérations dans K.
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II. Remontée

Remontée par Newton

Probléme : Connaissant §; mod x, déterminer &; mod x°.
Algorithme a convergence quadratique : Soit WM.& = §:; mod zF,
pourz =1,...,s. Pourk =1,2,4,... et chaque 2, calculer dans :
A Y] = K[[2]][y]/ (3;")
1. A:=F'CUFR(Y) € (z%);
2. : =Y —AX),F(Y')=0 mod O(zx2%*);
3. 37(Y) =0 =" (¥ + A1) = F ¥+ EF") (¥)AY)

mod x2%*:

4. 8(Y") = (3{7) (Y)A(Y') € O(z"), 5(Y) — 8(Y") € (2*);
5. 2% =) 16,
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II. Remontée

Réduction modulaire simultanée

Probléme : Soit R = K|[[x]]/(x"), r € R[yla—1 et F: € R[yla,—1-
Calculer » mod ;.

Algorithme rapide classique : de type diviser-pour-régner, par divisions
repetées par les noeuds de l'arbre des sous-produits.

Complexité : 10 M(d) log s + O(M(d)) opérations dans R.

Nouvel algorithme : 2 M(d) log s + O(M(d)) opérations dans R.
Idée : donner un algorithme pour le probléme transposé et en déduire un

de méme complexité par transposition de programme.

Raison pour 1’accélération : Division des polyndmes remplacée par
multiplication transposée (moins chere)!
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II. Remontée

Réduction simultanée transposée

Lemme Le probleme transposé de la reduction simultanée est :

Etant donné s polyndmes ¢; dans R[y|q,_1, calculer les d premiers
coefficients du développement en série de Taylor dans R|[[y]] de

Mmu ' = ! rec |d—1 Mmu m
rec(d;,§;) rec(d,F) ’ 3 3]

i=1

Uu; = ﬁu.H.moA&u.qu.v mod @&g. et 3 = H@OA&Q. — Huﬁu.v.
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II. Remontée

Calcul de B = MU 3

ol par UpTr
— p lree.
SF
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II. Remontée 24

T~ Q

mul? mul?

mul* (4, Q)| mul‘ (41, Q)|

_Bc_u\ /HE_# _BEM\ /HE_#

mul® (Fo, vﬁ\ @,s:_:w: ‘) ‘v F,

ﬁi r mod W; ﬁi r mod WL e ﬁi r mod Mwu.wl; ﬁi r mod WL

Réduction modulaire simultanée par TUpTree.



Perspectives

Quelle est la meilleure borne pour la précision de la remontée o ?
o > 2d — 1 est nécessaire.
Conjecture : o = 2d + 1 suffit.

Améliorer les résultats pour les « petites » caractéristiques.
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