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Diagrammes de Feynman



Intégrales gaussiennes

Soit
I(Ab) = / d"xexp (—3'x.Ax + 'bh.x)

avec
» A matrice n X n symétrique réelle définie positive

» b vecteur-colonne de taille n.

Alors

2m)n _
Z(A,b) = Ejet)A exp (3'b.A71.b)



Corrélations de variables gaussiennes

_ -1 n —1tx.A.
<X,'1X,'2 .. -Xi2k>A = I(A, 0) /d X Xjy Xijy *** Xy € 2 XA

o 3 8 6 e%tb.A_l.b
~ \ @b, 0b, b

ink

b=0
Théoreme de Wick :

<Xi1Xi2 o Xi?k)A - Z (A_l)ij1’ijz (A_l)ij3’i14 o (A_l)"jzkfl”'jzk

ou > porte sur les (2k-1)!! appariements
{{j17.j2}7 {.j37.j4}7 ey {j2k717j2k}} de {17 27 DRI 2k}

Ex:

<X,'1X,'2>A = A;:Z <Xi1Xi2Xi3Xi4>A = Ail Ail —|—A71 Afl —{—A*1 ATl

i1,i2” i3, ig i1,i3" Vi, g i1,ig”" Vin, i3



Théorie de perturbations (mécanique statistique)

> x & état du systeme

_ 1t . .
» e~ 2 XAX & poids de Boltzmann gaussien

énergie cinétique+potentiel harmonique)
température

(Atx.Ax &

» [ d"x < moyenne sur les états du systeme

On introduit une « perturbation » non-gaussienne : V' polyndme
ou série formelle en x. Fonction de partition :

Z(AV)=T

—~~

A0 [ drx AV

1
VA

ol

x
Il

0

= développer V(x)k en mondmes, sommer sur les appariements
des x deux a deux (Wick)...



Regles de Feynman

Les termes du développement perturbatifs sont représentés par des
diagrammes (de Feynman).

1 1
» sommet < mondme de V (ex: x12xQX3 & >< )
2 3

> aréte /—j < appariement (Aijl)

» poids combinatoire (facteur de symétrie)

Z(A, V) correspond a la somme sur tous les diagrammes.

log Z(A, V) correspond a la somme sur les diagrammes connexes.



Intégrales matricielles

x — M matrice hermitienne N x N (dimension n = N?).

La mesure de Dyson

DyM = ] d(Re My) [ [ ¢(im My)

i<j i<j
est invariante par M — QMQ~1, Q € U(N).

La forme quadratique M +— Tr M? est aussi U(N)-invariante.

<M,'J'Mkl>0 = (27T)\)_N2/2/DNM MiijI e—%TrM2
itk

A



Intégrales matricielles (2)

On introduit la perturbation Tr V(M) avec V(x) = ngx—kk.

Regles de Feynman :

> sommets (vertex)

ex : Tr M3 = Zijk M,'J'Mjk/\/lk/ <~ W ﬁ
il Ik
NS

> arétes

<MUMI<I>0 X 5;/5jk = ////j

> faces : boucles d'indices (conservés)

Les diagrammes sont des « fatgraphs » dessinables sur des
surfaces orientables (< cartes).



Modele a une matrice

M? Mk
Zn(t, {g}] EN/DNI\/IexpNTr <_2t + Zk:gkk>

(N tel que Zy[t,{0}] =1)

Fn = log Zy compte les diagrammes connexes (cartes) avec poids :
» Ngy par vertex de degré k
» t/N par aréte
» N par face (indices libres)

» facteur de symétrie

NB: le facteur de symétrie est éliminé en considérant 2t0; Fy
(cartes enracinées).



Développement en genre

Exposant de N :  (# vertex) - (# arétes) + (# faces)
= caractéristique d'Euler-Poincaré
=2-2 X genre

Pour N — oo les diagrammes « dominants » sont les cartes
planaires.

Fy = NF <°)+F(1>+N F 4.

(t'Hooft)



Modeles a plusieurs matrices

Plus généralement des intégrales sur p matrices du type
/DNM(1> DNMP) exp NTr [ —= Z gMO MY + v(M)
I,_] 1

permettent de compter des cartes a demi-arétes coloriées (poids
(g71);j par aréte i—j).

Ex: modele d'Ising sur cartes tétravalentes

54
/DNA DyB eNTr( LB cABtg. A g B )
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Modele a une matrice

Zn[t, {g}] /DNI\/I eN Tre(M)
avec d(M) = —’\2/’—: + ngMTk

Pour N — oo on s’attend a une contribution dominante au
voisinage du « col » —% + V/(M.) = 0.

[l existe une infinité de cols ! (invariance U(N)).

Idée : réduire I'intégrale matricielle en une intégrale sur les N
valeurs propres de M.



Réduction aux valeurs propres

Diagonalisation :

M = UTAU, utu =1, A =diag(A,..., n), N €R

Par le changement de variable M — (A, U)

DyM =DU [[dN [](N =)

i i<j

Le modele a une matrice se réécrit

Zn[t, {g}] /d/\l...d)\Ne—N2S[/\]

avec SIAl = § 32 ®(N) — 72 Yicj In|Ai = Al



Eq uations de col

La résolvante w(z) = & >, 2 vérifie
U

/
) Wi(z) 2 1 1
w(z)™+ N _N2Z)\,-—)\-z—/\-
i#j

<




« One-cut hypothesis »

Pour N grand

1 N = (TrM")
w(z) = N(Tr(z — Z s
1=0

Hypothese : les valeurs propres de M s’accumulent continiment
sur un intervalle [a, b] (contenant 0).
w(z) est analytique sauf sur [a, b] (coupure).

=2 (¥() - PV )z b))

a, b, P déterminés par la condition w(z) ~ % pour z — 00.



Solution du modéle a une matrice

() — (z—a)(z—b) <0 d'(2)
) Nz=b) ]( (Za)(zb)>

Par le changement de variable

z:Q(0)50+5+§ t.q. (z — a)(z — b) = <U_R>2

g

on déduit les équations (Bender-Canfield, J.B. et al)

[Jo(2)=0=> ~ [0 (Z gka(a>k)
k

(e =1= 7 ~ o] (Z gkow)k)
k



Solution du modele a une matrice (2)

R, S sont ainsi déterminés en tant que série formelle en t, gi.
La série génératrice des cartes enracinées est :

R+S*>—(2S[c?] +[07%) (Z 8k Q(U)k>
k

Ex : nombre de cartes cubiques enracinées (< triangulations) :
92n+1

(formule d'inversion de Lagrange pour gi = 6 3)
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Modele a une matrice

Zn /DNM eNTre(M) /d)\l...d/\NA2(/\)eNZ,-¢(>\i)

avec A =[] — )j) déterminant de Vandermonde.

I<j(

Pour toute famille de polyndmes {p;} (p; unitaire de degré i — 1) :

. — —NO(N)
2y det (pip) (p.@)= [ dAp()a(N)e

Pour (p;i, pj) = hidj; (polyndmes orthogonaux) :




Modele a deux matrices

ZI(V2) x /DNA Dy B N THAB+Vi(A)+Va(B))

Réduction aux valeurs propres par intégrale HCIZ :

det;; 2%
DU eTI’ UtaUb o U
/U A(a)A(b)

Pour toute famille {p;, g;} de polynémes unitaires (degré i — 1) :

20 det () (p.a)= [ dadbp(a)a(b)e PV

Pour (pi, gj) = hidjj (polynémes bi-orthogonaux) :

N
29 o [ h
i=1




Relations de récurrence
Cas de 1 matrice : les polyndémes orthogonaux vérifient
Api(A) = pit1(A) + Sipi(A) + Ripi—1(A), Ri =

pi(A) = (i = 1)pi—1(N) + o(A7?)
En écrivant pour i =4, i=j+1:
(pis py) + (pis ) = N(®'(N)pi, pj)
on obtient des relations de récurrence déterminant les R;, S;.

Ex: cartes tétravalentes (CD(/\) = é\—i — ’\74>




Relations de récurrence (2)

Cas de 2 matrices : polynémes bi-orthogonaux p;(a), gj(b)

(pi(a), qj(b)) = /dadbp;(a)qj(b)eN("’“Vl(a”V“b” = hid;

En écrivant pour diverses valeurs de i/, j

(pi(a), qj(b)) + N(pi(a), bqj(b)) + N(Vi(a)pi(a), gj(b))

0
(pi(a), 4j(b)) + N(api(a), qj(b)) + N(pi(a), V3(b)q;(b)) = 0

on (og)tient des relations de récurrence déterminant les h;
2 N
(2N o< ITi=q1 hi)-

NB: pour des degrés de Vi, V; finis, il y a un nombre fini
d’'équations.



Limite planaire N — oo
Cas de 1 matrice : Api(A) = piy1(A) + Sipi(A) + Ripi—1(A)

Hypothese : pour N — oo, £ — x (fixé), R;, S; tendent vers des
fonctions lisses R(x), S(x).

N 0) — |og ZN
Zy o [ hi FO = lim =
i=1 > 1
R; = hi = / dx (1 — x) log R(x)
hi—1 0

Ex: cartes tétravalentes R(x) = t(x + 3R(x)?).

S
Cas général 0= T [0°] (2/(: ng(U)k)

Q(a):a—ﬁ—S(X)—l—R((jX) - R

x= %=l (Z gko<a>k)
k



Modele d'lsing

B4

A2 g2 A4
/DNA DNB eNTr(_T—T‘f‘CAB‘FngT“Fng)

Opérateurs Q1, Qo, P1, P>
(Qup(a), (b)) = (ap(a), q(b)) (Q2p(a), q(b)) = (p(a), bq(b))
(Pip(a), q(b)) = (p'(a). q(b)) (P2p(a), q(b)) = (p(a),q'(b))

Equations :

P
WI—Q1+CQz+g+Qf:0

P
N Qe Q=0
P
Q=c+ac 146573 Wl =xo '+
P. XOo
3 1 2
— 5 R 2_27 .
@Q =~0>+ 0+ Ro N R +
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Conclusion

> Les intégrales matricielles sont un outil trés puissant pour la
modélisation et I'énumération de cartes.

» De nombreux aspects sont non-traités ici :
» méthode des équations de boucles (modeéle de Potts, genres
plus élevés)
» connexions avec autres domaines : matrices aléatoires,
équations différentielles intégrables, géométrie algébrique,
combinatoire bijective, physique (gravité quantique)

> Références :
» Brézin, ltzykson, Parisi, Zuber (1978)
» modele d'Ising : Boulatov, Kazakov (1987)
» revues : Di Francesco, Ginsparg, Zinn-Justin (1992); Zvonkin
(1997) ; Eynard (2001)
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