
Slide1

LaprimalitéestdansP
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I.Introduction

Desnombrespremiers###pourquoifaire?

–Problèmefondamentaldelathéoriealgorithmiquedesnombres;dansles

systèmesdecalculsmathématiques.

–Cryptographie.

–Informatiquethéorique:àquelleclassedecomplexité,leproblèmede

décisioneP?appartient-il?

Problèmepratique:lesnombressuivantsont-ilspremiers?Pourquoi?En

combiendetemps?
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Primalitéetcomplexitéenbref

–NP:Pratt(1974);

–co-RP:Solovay-Strassen(1974,1977);

–BPP:Lehman(1982);

–RP:Adleman&Huang(1986,1992);

–P:Agrawal,KayaletSaxena(2002);

–Quantique:factorisationnesuffitpas(cf.Chau&Lo,1997).

AvantAKS:Adleman,Pomerance,Rumely(1979);CohenetLenstra

(1984):DEEFGHIJLKMNO M NO MNOPJ.
Testdecomposition:permetdedéciderqueIestcomposé.

Testdeprimalité:onaunepreuvequeIestpremieroucomposé.
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II.L’âgedeFermat

A)Uneminedetestsdecomposition

Thm.Si IestpremieretRSETU ITJWValors

XZY[\]^_G`a#

Contre-ex.Ib'()b))c)'&.693])_G`'().

Thm.IlexisteuneinfinitédenombrespseudopremiersenbaseR(pp-R).

Thm.(Alford,Granville,Pomerance,1994)Ilexisteuneinfinitédenombresde

Carmichael,i.e.,pp-RpourtoutRSETU ITJWV.

Ex.Ib*-)b'c))c),.
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Solovay-Strassen

Thm.(Euler)si IpremieretRSETU ITJWV,alors

EdJXfegh i]j
X a

k_G`a#

fonctionestComposé( I)

1.ChoisirRl b+auhasarddansTU IT.

2.simHn`ER& IJo),alorsretournerEpqrs&RestunfacteurdeIJ.
3.si(*)n’estpassatisfaitealorsretournerEpqrs& In’estpasppE-RJsinon

retournernonprouvé.

Prop.(SolovayetStrassen)eP?Stu;vw.
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Thm.(Miller,1975;Bach1990)SiunehypothèsedeRiemannadéquateest

vraie,alorsilexisteRy.E FGHIJ 5tqRl SETU ITJ VouRl SzE IJ.{ eP?Sw_G`|v}.

Autrestests

Artjuhov-Dubois-Selfridge-Miller-Rabin:~)U(.

Rem.Inteprétationpassisimple(Brassardetal.,probabilitéenmoyenneàla

Kim/Pomerance,etc.).

Autres:suitesrécurrenteslinérairesd’ordre.,',etc.;courbeselliptiques;

polynômes;combinaisonsdetests( I�),Atkin).
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B)Preuvedeprimalité

Thm.IestpremiersietseulementsiETU ITJWVestcycliqued’ordreI;):

R P[0])_G`I

��� I;)&R��g� �l ])_G`I
�

� �{a���m�� _�� �

Certificat:E I&��� I;)�&RJ{eP?SNP(Pratt).

Thm.(Pocklington,1914)Soit�telque�� I;)

R P[0])_G`I

��premier��&mHn`ER �g� �;)& IJb)
�

� �{���a&�]^_G`�

Coro.�o�I{Iestpremier.

Rem.Deuxproblèmes:factorisation;Riemann.
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Exempled’utilisation

I3b)++++'&I3;)b.c'c,cI0&

I0b.'$ )&I0;)b.5c*c,c),

�.*,),

'�P�[0���_G`I0.'$+)'(,)%((%(%

{I0estpremier

�bI0o�I3

.P�[0])_G`I3&mHn`E . �P�[0� �P�;)& I3Jb)

{I3estpremier

Rem.OnaobtenuunepreuvedeprimalitérécursivedeprofondeurDE FGHIJ.
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NombresdeMersenne

Thm.(Lucas-Lehmer)Ib.��;)estpremierssilasuite�3b(,

� ¡0b� 5 ;._G`Iesttq� �[ 5]+_G`I.

I#dddatequimachine

¢05/:: 4:3786321996SlowinskietGageSGI/CrayT90

¢067 45274209211996J.ArmengaudVPentium90MHz

¢06 92270:40539462001M.CameronVAMDT-Bird800MHz
(42j)

V:avecleprogrammeGIMPSécritparWoltman.
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III.Gauss,Jacobi,etc.

Lesacteurs:

–L.Adleman,C.Pomerance,S.Rumely(1979,1983).

–H.Cohen,H.W.Lenstra,Jr(1981–1984).

–H.Cohen,A.K.Lenstra(1982,1987).

–W.Bosma&M.-P.vanderHulst(1990).

–Mihăilescu(1998).

Caractéristiques:

–tempsdecalcul:DEEFGHIJKM NO MNO M NO PJdéterministeouprobabiliste;

–trèsrapideenpratique;

–Record:Ib.033331),,aétéprouvéen53/4jours(138h)suruneAlpha

500parMihăilescu,ennovembre1997;

–pasdecertificatdeprimalité.
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SommesdeGauss

Soient�,�premiers,���;),mHn`E��& IJb);ontravailledans

£bT¤¥ �&¥¦§;¨caractèred’ordre�etconducteur�:

¨©ªV¦«£V

¬®­¯«¥­ �

SommedeGauss:°E¨Jb±¦[0 ­²0¨E³J¥­¦S£.

Prop.°E¨J°E¨[0Jb¨E;)J8�.
Prop.Si Iestpremier,mHn`E I&��Jb),alorsdans

£PbTU IT¤¥ �&¥¦§:

EdJ°E¨J Y
°E¨YJb¨EaJ[Y#
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IV.Courbesalgébriques

Courbeselliptiques:

z©´5µb¶61R¶µ 51·µ6

zE¸Jb�E¶&´& )J&´¹5b¶61R¶1 ·�º�E +& )& +J�

»b).6(R6
(R61., ·5O

E

P1

P2
S

P3

D
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Lecasdescorpsfinis

Thm.(Hasse,1933)�¼zETU�TJ;E�1)J�y.��.

Thm.(Deuring,Waterhouse)Pourtout½entierdans

§;.��&1.��¤,ilexisteunecourbezUETU�TJquia�1);½

points.

Calculde¼zETU�TJ:algorithmedeSchoof,Elkies,Atkin,etc.:

versiondéterministeinefficaceenDEE FGH�J 4Joubienprobabiliste

efficaceenDEE FGH�J2J.
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Utilisationenprimalité

Thm.Soient¾et�deuxentierstelsque��¾, zunecourbeelliptiquesur

TU ITet¿unpointsur z.Alors:

¤¾§¿bDÀ

��premier��

¤¾U�§¿bE¶©´ ©µJ&mHn`Eµ& IJb)
�ÁÁ

�ÁÁ �{��� I&¼zETU�TJ]+E�J#

Coro.�oEfÂ�I1)J 5b{Iestpremier.

Certificat:E z&¾&�&�����&¿J.
Pomerance:ilexisteuncertificattrèscourtavecztq

I1);.�Iy¾yI1)1.�Iet¾]+_G`.�Ãavec

.�Iy.�Ãy(�I....maiscommentletrouver?
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fonction
G

K
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)

1.répéter ÄÆÅ
fois

(a)choisirÇ,È>WÉËÊÆÌ¹?ÍÊ
;calculer

ÎÐÏÒÑÓÇÕÔ×ÖÙØÛÚÛÈ¹ÜÞÝ?Íß ;
(b)si ÎÐÏ?

alors
aller

à
(a);

(c)si ÎáàÏãâ
alors

retourner
(f
a
u
x

, Î);
(d)soit äÒåÛæÕÜ ÏèçÔéÖÙÇ çÖêÈ

;

(e)calculer ë Ïíìä ÑÊÆÌ¹?ÍÊéß avec
S

choof;

(f)sië ÏØïî,avecî
probablem

entprem
ier

alors

(ð
)répéterÄÜ

fois

ñ
choisir

au
hasardò àÏBó�ô

surä
;

ñ
si õë÷öò àÏBóô

alors
retourner

f
a
u
x

;

ñ
calculer õîÞöò ÏãÑùøåÕúûåÕüß , ÎÐÏãÑüýÝ?Íß ;
ñ

si ÎþÏãâ
alors

aller
à

(ÿ
);

ñ
si â��êÎ��?

alors
retourner

(f
a
u
x

, Î);
(ÿ

)siG
K

(î )=
=
v
r
a
i

alors
retourner

v
r
a
i

;

2.retourner
n
o
n
p
r
o
u
v
é

.
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Analyse

Thm.GKtermineentempsDEEFGHIJ7Jenmoyennepourlesnombres

premiers~³,saufpourceuxde�E³Jdecardinal

¼�E³J�³UFGH³
.5������� � ������ ���#

Thm.(AdlemanetHuang)eP?Svw.

Dém.améliorationsdeGK1utilisationdecourbesdegenre2. 	

Rem.totalementthéorique.
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Primalitépratique(Atkin)

Idéed’Atkin:utiliserlaréductiondecourbeselliptiquesàmultiplicationcomplexe.

Tempsdecalculheuristique:DEEFGHIJ2¡
J.
Pourplusdedétails,cf.pagewebdeFM.

Implantations:

–ECPPdepuis10anssurlapagewebdeFM;actuellementV6.4.5;version

intermédiairedansMAGMA;+# '%spour256bits,'#(.spour512,(%#(*s pour1024(Pentium450MHz).

–MarcelMartin(PRIMOpourwindows),dontlaversiondétientlerecordactuel

avecunnombreindescriptible( Itq§I;.''$..& I¤��b
)de5878

chiffresdécimaux(JoseLuisGomezPardoavecPrimo2.0.0beta322

semainessurunprocesseurAMDXP1800+,terminéle15/02/03).
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V.Agrawal,Kayal,Saxena(AKS)

Thm.SoientIunentier,�unentierpositif,�unnombrepremieret� leplusgrandfacteurpremierde�;).Onsupposeque

j�;)1� �koI5�� ��#
Si:

(i)Il b¢Ã,�o);

(ii)In’apasdefacteurpremier~�;

(iii)I��[0��¦ _G`�l S� +& )�;

(iv)� ·& )~·~�,E¶; ·J P]¶P; ·_G`E I&¶��;)J.
AlorsIestunnombrepremier.
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Analyse

Coût:�calculsde¶PmoduloE I&¶ �;)J;uncalculcoûteDE FGHIJ produitsdepolynômesdedegré�,soit:

DE�EFGHIJ�0¡�E FGHIJ 0¡�J

avec�b�b)sitoutestnaı̈f,�b�b�sionutiliselaFFT.

Choixde�,�:

j�1�;)
�koE�U�J��

puis��.�o(����FGHI.

DE�/� 5E FGHIJ 9Jou� DE�6� 5EFGHIJ 6J#
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Unpeudethéorieanalytique

Thm. !E"Jb¼��premier~³&¿E�;)Jo³!� �t!#E "J

pour$b)U.(M.Goldfeld);...;$b+# --$'(Fouvry);$b+# -,-(Bakeret

Harman).

Thm.$S§+#*& +# -, -§,%b.UE .$;)J.Ilexiste& 5o&0o+tq

¤&0EFGHIJ('&& 5E FGHIJ'§contienneun�convenable.

Coro.Ilexisteunalgorithmedeprimalitédéterministedontletempsdecalculest

DEE FGHIJ �4!¡0�� �5![0�Jsionutilisedel’arithmétiquenaı̈ve,et

� DEE FGHIJ2!� �5![0�JsionutiliselesFFT.

Ex.$b.U'(AKS):)%& ).;$b)(SophieGermain–rêve!):%& -.

Rem.Noneffectif.
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Démonstrationdelavaliditédel’algorithme

OnsupposequeIestcomposé.Soit�undiviseurpremierdeI(�o�par

(ii)),tq��)©bG �`�E�J.
Ona:E¶;RJ Pb¶P;R_G`E¶��;)&�J.
Comme�estpremier,onaaussiE¶;RJ �b¶�;R_G`E¶��;)&�J.
Lemme.Si

E¶;RJ ��b¶��;R_G`E¶ �;)&�J&

E¶;RJ �*b¶�*;R_G`E¶ �;)&�J&

alorsE¶;RJ �� �*b¶�� �*;R_G`E¶��;)&�J.
Dém.Ilexiste¬E¶JSª �¤¶§tq:

E¶;RJ �*;E¶�*;RJbE¶+�;)J¬E¶J
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D’où:

E¶��;RJ �*;E¶�� �*;RJbE¶�� �;)J¬E¶��J#

Mais¶,�;)�¶�� �;),d’où

E¶;RJ �� �*bE¶��;RJ �*b¶�� �*;R_G`E¶-�;)&�J# 	

Coro.�.&»&�RS)##�:E¶;RJ �/ P0b¶�/ P0;R_G`E¶1�;)&�J.
Argumentcombinatoire:�b��32I4& +~.&»~�����;

¼�bE����1)J 5o�,doncdeuxélémentssontcongrusmodulo�:

¾0b�(2� I4�&¾5b�(2* I4*b¾01��&E .0&»0Jl bE .5&» 5J#

E¶;RJ �*b¶��¡ Ã�;Rb¶��;RbE¶;RJ �� _G`E¶5�;)&�J#
Prop.¾0b¾5.

Findelapreuve:Iestunepuissancede�,contradiction.
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Lemme.(classique)Soit6E¶JunfacteurirréductibledeE¶��;)JUE¶;)J

dansª �¤¶§;7bª �¤¶§UE6E¶JJestuncorpsfinidedegré

)bG �`�E�J ��o�.Onpose8b¶_G`E6E¶J&�J.

�RS)##�,E¶;RJ ��bE¶;RJ �* _G`E6E¶J&�J.

9b:
�

; < ²0E8;RJ'=&%<S>
?#

Lemme.¼9�@¦[0¡� �A.

Dém.tousles¶;Rsontirréductiblesetdistinctsdansª �¤¶§,puisque�o�. TouslesBE¶;RJC'=avec±%<y�~`�HE6J,sonttousdistincts,donc

c’estvraipourlesBE8;RJC'=. 	

Finprop.:toutélémentde9estracinede´ ��;´ �*b´ �*[ ��¿E´J.Or

�¾0;¾5�~I5�� ��y@¦[0¡� �A~¼9,d’où¿]+et¾0b¾5. 	
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L’aprèsAKS

cf.notedeBernstein.

–AméliorationsparH.W.Lenstra,Jr.(� DDEEEE FGHIJ 0 5Jou� DEE FGHIJ 4J), S.David.

–Rumeurs:HWL+Pomerance� DEE FGHIJ2J.
–P.Berrizbeitia/Q.Cheng:

Soit�premiertq�'�� I;),� �FGH 5I;)yRyItq

R �F])_G`I,mHn`ER � Fg�;)& IJb),

E¶1)J Pb¶P1)_G`E¶1�;R& IJ,alorsIestpremier.

Idée:si I;)neconvientpas,alorsonutiliseECPPpourtrouver

IGS§I1);.�I& I1)1.�I¤convenable.Lacomplexité

heuristiqueseraitde� DEEFGHIJ 9J. –Efficaceunjour???
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Encoreplusrécemment

–D.Bernstein(29/01/03):H� II;);

£bTU IT¤´§UEJE´JJ& `�HE JJb)&

VérifierE¶;�J PKb¶PK;�dans£¤¶§UE¶D;�Jpourtout

�S9L£.

Coût:� DEE¼9J )5HEFGHIJ 5J. Ex:9b� )�,H �)5EFGHIJ 5U';Adleman-Pomerance-Rumely

{HbDEE FGHIJ 5¡M�0�J,)b�NmEDEFGH6IFGH 9IJJ,� DEEFGHIJ 9J.
–P.Mihăilescu:rajouterdelacyclotomie.
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Conclusions

Onabeaucoupderéponsesauxproblèmesdedépart.Toutdépend

decequel’oncherche:

–facileàcomprendre/implanter:ADSMR;

–rapide,mêmesinonprouvé:Jacobi,ECPP;

–certificat:ECPP;

–disponible:ECPP(MAGMA);

–polynomialdéterministe:AKS.
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