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Les tetes d’affiche

e k corps, f et g dans k[T].

® Somme composée .

fog = ] (T-(a+p).

f(a)=0
g(B)=0

e produit composé :

f®qg = H (T — ap).

f(a)=0
g(B)=0

e produit diamant par H € k[X,Y] :

fomg = || (T-H(eB).

f(a)=0
g(B)=0

» polynomes de degré D := deg(f)deg(g).
» coeflicients dans k.



Objectif et motivations

Objectif :

Accélérer le calcul de f @ g, f®g et fong.

Motivations :

théorie algébrique des nombres.
construction de polynomes irréductibles.
sommation symbolique.

théorie de Galois effective.

suites récurrentes linéaires.

décalage de polynomes.

polynomes de Graefte.



Petit historique

Collins (1983).
Dvornicich & Traverso (1986).
Brawley & Carlitz (1987).

Brawley, Gao & Mills (1999).



Calcul classique

» résultants bivariés ou trivariés.

F1. (f @ 9)(z) = Resy (f(z — y),9(v)).
F2. (f ® g)(z) = Res, (y489) f(x/y), g(y)).

» Complexité : Ojoq(M(D)VD).

F3. (fomg)(x) = Resy (Resz (z—H(y, 2), f(z)),g(y))

» Complexité : Oiog(M(D)D).

e Ici M (D) = complexité du produit de deux
séries a précision D.

o O,z = termes logarithmiques cachés.



Nouveaux résultats

Théoréme [BoF1SaSc02]

Soit f et g polynémes unitaires dans k[T et soit D = deg(f) deg(g).
Soit H € k[X,Y].

char (k) f®g f@g fomg
nulle ou > D O(M (D)) O(M(D)) | D?>+ O(vVDM (D))
arbitraire * | O(M(D)log(D)) = 2D? + O(vDM (D))

Le symbole x indique ’hypothese supplémentaire:

“char(k) > multiplicités des racines du polynéme calculé”.



Une application

Contexte : la construction de polynomes
irréductibles de grand degré sur un corps fini.

Lemme Sur un corps fini, f ® g est
wrréductible si et seulement st f et g sont

wrréductibles, de degrés premiers entre eud.

e Algorithme de Shoup :

1. construire des irréductibles de degrés

puissances de nombres premiers.

2. recombiner ces polynomes.

» On diminue le colt de la deuxieme partie :

de O(DW+1)/2) 3 O1,4(D).



Idée de base

» Représenter h par ses sommes de Newton

No(h) == > 7~

h(v)=0

» Dvornicich & Traverso : aller-retour

coefficients — sommes de Newton, basé sur :

Lemme [Formules de Newton]

Sih=TP +h TP +...+ hp, alors
s—1

Ny(h) == hiN,_;(h) — shs,.
1=1

— Complexité : quadratique en D.

— Marche en caractéristique nulle ou > D.

» Faire des conversions rapides !

» Traiter le cas de la caractéristique petite !



Conversion rapide polynome -
sommes de Newton

e Pour P € k[T, on note rec(P) son

1
polynéme réciproque T8 )P(T).

Lemme La série génératrice
Newton(h) := ZNS(h)TS
s>0

rec(h’)
rec(h)

est rationnelle et €gale a e k[[T]].

Corollaire

Les O(D) premiéres sommes de Newton de h
peuwvent étre calculées en O(M(D)).



Conversion rapide sommes de
Newton - polynéme, char(k) =0

FExponentielle d'une série F' € k|[T]] :

FS
o exp(F) = Z o si char(k) = 0.

p—1
FS
o exp(F) := E — > Sip = char(k) > D.
s!
s>0

Lemme

Soit h € k[T, unitaire, de degré D, sur un

corps de caractéristique nulle ou > D. Alors :
1
rec(h) = exp (/T : (D — Newton(h))) :

Corollaire

Le polynome h peut étre calculé a partir de ses

D premieres sommes de Newton en O(M(D)).



Conversion rapide sommes de
Newton - polynéme, char(k) > 0

Lemme

1. Si h € k[T], alors la suite (Ns(h))8>0 de ses

sommes de Newton est récurrente liné€aire ;

2. le polynome minimal de cette suite est égal a

h
pged(h, h')

Corollaire Soit h € k[T unitaire, de degré D.
Si h est sans carrés, il peut étre calculé, a partir

de ses 2D premieres sommes de Newton, en
O(M(D)log(D)).

La conclusion reste vraie st toutes les racines
de h sont de multiplicité < p = char(k).



Retrouver un polynome
a partir de ses sommes de Newton
en petite caractéristique

Entrée : les premiers termes de Newton(h).
Sortie : le polynome h.

S + Newton(h) ;

14 1;

tant que S # 0 faire
v; + PolyndmeMinimal(Coeffs(S5)) ;
S + S — Newton(v;) ;

11+ 1;
t<—1—1;
V<& Vv s [ v = H (T — 7).
h(v)=0
mult(vy) >4

retourner v.




Calcul de f ® ¢

Lemme
Soit f et g dans k[T]. Alors on a la formule :
Newton(f ® g) = Newton(f) ® Newton(g),

ou par ® on note le produit de Hadamard

(terme a terme) de deux séries formelles.

Algorithme

1. calculer les séries Newton(f) et Newton(g)
a précision D := deg(f)deg(g).

2. calculer le produit ©® de ces deux séries.

3. convertir Newton(f ® g) — f®g.



Calcul de f @ g

Lemme

Soit f,g € k[T et soit E la série exp(T).

1. Si char(k) = 0, alors on a la formule :

Newton(f®g)OE = (Newton(f)©E) (Newton(g9)OE).

2. Si char(k) =p > 0, la méme formule reste

valide modulo TP.

Etapes de I’algorithme

1. Newton(f) et Newton(g) a précision D.
produit de Hadamard par E.
produit des séries.

"division” de Hadamard par E.

SNSRI N

. conversion Newton(f ®g) — f D g.



Traces et produit diamant

e () lalgebre quotient k[ X,Y]/(f(X),g(Y)).

e [a trace, forme linéaire définie sur () :
trace(A) est la trace de 4 0.

Lemme [Stickelberger]

La trace de l’endomorphisme de multiplication
par A dans @) est €gale a

> A, B).

Corollaire

Newton(f ox g) Ztrace (H")
1 >0



Calcul de fog g

. on calcule la trace € Q\

. on calcule les N = O(D) premiers termes
de la série Newton(f oy g) :

L :=[trace(H),trace(H?),. .., trace(H™)].
» projection de puissances.

. on récupere f o g, a partir de L.

» conversion.

Goulot d’étranglement : la projection.



Calcul de la trace

e base monomiale de () :

M ={z"y’ | 0<i<deg(f), 0<j<deg(g)}

e représentation d’un élément A de @ :
liste de ses coeflicients dans la base M.

e représentation des formes linéaires :

le@ +— [l(m) :me M.

Lemme
trace(z'y’) Z a'B = N;(f)N;(g)-
f(a)=0
9(B)=0

Complexité La trace se calcule en

D + O(M(max(deg f,deg g)))



Complexité du produit dans

Q = kX, Y]/(f(X),9(Y))

e A, B dans Q.

e Forme particuliere de I'idéal définissant ()
» AB se calcule en O(M(D)).

1. calculer le produit de A et B en k[ X,Y].

» substitution de Kronecker :

O(M(D)).

2. réduire ce produit modulo (f(X),g(Y)).

» modulo f O(deg(g)M(deg( f))).

» modulo g : O(deg(f)M(deg(g))).



Produit transposé et séries
génératrices

A 7 € (), on associe la série génératrice

S()= > 'YXV

120,520

Lemme

La série S(£) est rationnelle, de la forme
N(£)

rec(f) rec(g)’

ot N(£) est un polynome dans k|X,Y],
de degré < deg(f) en X et < deg(g) enY.

S(0) =




Complexité du produit transposé

e Polynome réciproque de A € Q) :

RECm,n< Z A,,;,ja:iyj) = Z Ai,jxm_iyn_j.

1 <m 1< m
i<n i<n

Lemme 57 ¢ dans @ et A dans @), alors :

REC,, (N (Aof)) = AREC,, »(N(£)) mod (f,g).

Corollaire

Le produit transposé de £ € @ et de A € Q) se
calcule en O(M(D)).



Projection de puissances
trace(H ), ..., trace(HP)].

e Naivement : O(M(D)D).
e Pas de bébé / pas de géant (Shoup) :

A Structure de (-module du dual @ ;
Aol : Q) — k

B — [((AB).
le produit transposé de A € (Q et £ € @
- calculer [1,H, . .,Hs], pour s = v/D.

- calculer [HS o trace, ..., H® s o trace].

-pour 0 <a<set0<b<s, calculer

trace( H**1?) = (H®® o trace) (HY).

» smult. dans Q+ s prod. tr. + s° éval @

Vo

O(\/ﬁ‘Jr\/l(D)) o(\/ﬁ‘;/[(p)) D?

» On gagne un facteur v/D !



Implantation

e Algorithme implanté en Magma v. 2.9

e Calculs effectués sur MEDICIS,
processeur AMD Athlon, 1.5 GB et 1 Ghz.

K = GF(10%° + 57).

degré entrée 150 200 250 300

degré sortie || 22500 | 40000 | 62500 | 90000
BoF1SaSc 80 230 244 544
Resultant 3967 | 12539 | 30613 | 63479

Les temps de calcul sont donnés en secondes.
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