COURS 2

Accélération de convergence

Résumé

L’accélération de convergence est une technique d’analyse numérique qui
s’avere utile en calcul formel, en conjonction avec la précision arbitraire
et les outils de conjecture a base de ’algorithme LLL. Ce cours présente
les principes de base des grandes familles de méthodes d’accélération de
convergence.

1. Introduction

Le principe de 'accélération de convergence est assez simple : on connait une
suite réelle (S,)nen qui converge vers une valeur S, et on cherche une nouvelle
suite T}, qui tende aussi vers S, mais (beaucoup) plus rapidement. Autrement dit,
Ty — Soo = 0(Sy, — Soo) lorsque n — 0. Il est possible de trouver de telles suites T},
si I'on dispose d’hypotheses supplémentaires sur la régularité avec laquelle S, tend
vers sa limite.

2. Exemple : Archimeéde, Huygens et le calcul de ©

2.1. La suite a accélérer. Pour encadrer m, le point de départ de la méthode
d’Archimede consiste & considerer deux polygones réguliers, 'un inscrit et 'autre
circonscrit a un cercle de rayon 1. Une petite figure permet de se convaincre que pour
tout n, ces polygones ont pour périmetres 2nsinz/n et 2ntans/n, d’ou découle
I'inégalité suivante

. T 0
nsin — <7 < ntan —.
n n
Ensuite, Archimede, avec bien moins d’outils que ce dont nous disposons, se rend
compte qu’il est possible de calculer simultanément les éléments des deux suites s :=
sin(a/2F) et ¢, := tan(a/2%) & I'aide des relations
1 1 1 9 X 1

= + et sin“—=——+——.
T P 1
tan g tanxz sinx 2 I z

A Tlaide de ces relations, et en partant de a = /3, Archimede pousse le calcul
jusqu’a k = 5, ce qui correspond a des polygones a 96 cotés!

Exercice 1. Réaliser ce calcul en Maple. En déduire un encadrement de 7 qui
donne ses 3 premieres décimales.
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2.2. Principe de ’accélération. Le développement de Taylor de tan donne
directement le développement asymptotique

tan — + ™ +0 ! —
ntan — =m 4 — — n — 0o.
n 3n2 nt)’
Lorsque ’angle est divisé par 2, n est doublé, ce qui meéne a
us 13 1
2ntan2n:7r+43712+0<n4>, n — oo.

L’idée de la méthode consiste & éliminer le terme en 1/n? par une combinaison
linéaire. Si tg)) := 3. 2% tan(7r/(3-2%)), une suite & convergence plus rapide est ainsi
fournie par
440 4(0) 1
(1) . *Yk+1 ko _
iy .—3—7r+0<16k), k — oo.

Cette idée, jointe a une manipulation analogue sur le sinus, est due & Huygens qui
s’en est servi en 1654 pour calculer 35 décimales de 7.

Exercice 2. Calculer a I'aide de Maple les éléments de ces suites que 'on déduit
de ceux de I'exercice précédent.

De nombreuses années plus tard, en 1936, Kommerel se rend compte qu’il est
possible de réitérer cette transformation, en considérant cette fois
16ttt — ¢V 1
@ . [ Y

Exercice 3. Calculer non seulement les premiers éléments de cette suite et ceux de
. . . . . . (3) ,(4) ,(5)
la suite analogue pour les polygones inscrits, mais aussi ceux des suites ¢, ¢, ", ,

dont il faut d’abord déterminer la bonne définition.

3. Méthodes d’extrapolation linéaires

Le calcul de Huygens est un cas particulier des méthodes d’extrapolation linéaires.
Le terme linéaire qualifie ici 'application d’accélération envoyant une suite sur
une suite accélérée, et on parle d’extrapolation pour signifier que ’on cherche &
déterminer une valeur en dehors du domaine des valeurs de départ.

3.1. Méthode d’Euler. Il s’agit sans doute de la plus vieille des méthodes
d’accélération. Elle s’applique a des suites dont le comportement asymptotique est
de la forme suivante (ou est supposé I’étre) :

1
Sp = Seo +r"p(n) avec plntl) — 1 et r# 1 connu.

o(n)

(La convergence exige en outre |r| < 1.)
L’accélération repose sur le principe simple suivant.

Proposition 1. Dans une telle situation, la suite T, := (Sp41 —7Sn)/(1—71)
vérifie T, — Soo = 0(Sn — Sxo)-
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DEMONSTRATION. Il suffit de développer :

Tn:Sn+1*TSn
1—r
n+1
= Sao 1 (pln+1) = ¢(n))
= St 1 <90"+1 >
1—7“

o(¢p(n))
]

Exemple 1. La série géométrique peut étre accélérée par cette méthode. Si .S,, =
1+a+a?+---+am, alors le choix r = o donne T,, = Soo

La méthode d’Euler consiste a réitérer ce procédé pour obtenir une suite de
suites accélérées en posant

T(k 1) TT(kal)
(1) T .=, TH .= ntl - , (k>1).
—r
Exercice 4. Utiliser cette méthode (en Maple) avec r = —1 pour calculer des

décimales de In 2 donné comme limite de la suite

n 1)
S":Z(H)l'

=0

On demande de calculer les 6 premieres décimales de In 2 en partant seulement des
10 premieres valeurs S, ..., Sio.

Exercice 5. Appliquer les mémes opérations sur la suite pourtant divergente

n i+1
;2

Comparer a In 3.

3.2. Méthode de Richardson (1910). Il s’agit d’'une généralisation de la
méthode précédente au cas ou la suite se comporte comme

(2) Sp =S + 177 4+ -+ cxTy,s

les ; étant connus, distincts, différents de 1, et de module décroissant. Le principe
est ici d’éliminer les r; les uns apres les autres par la Proposition 1. Pour ceci, on
suit un procédé de construction itératif :

(i—1) (i—1)
(3) 7O =g, 1 = D =il

n

i=1,...,k.
1-— T ’ ’
Exemple 2. L’accélération du calcul de 7 dans la section précédente est une
accélération de Richardson avec r = 1/4,r9 = 1/16,....

Le terme TT(Lk) est appelé transformée de Richardson de S,. La suite TT(Lk)
converge (en n) vers So, plus vite que S, puisque les termes résiduels ont été
amortis un a un. Plus la valeur de k est élevée, plus 'accélération est rapide (on a

amorti plus de termes). Une autre formulation de Tflk) est fournie par les formules
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de Cramer : le systeéme linéaire est fourni par (2) évalué en n,n+1,...,n+k ayant
pour inconnues Sy et les ¢;. Il s’ensuit une expression en terme de déterminants :
Sn 1 ... 1
T(k) Sn+k 1 Ty
" 1 1 1
1Tk r’,z

3.3. Convergence plus lente. Dans le cas trés fréquent ou la convergence
de la suite est de la forme

Su= St S Dy
n o n
la méthode d’Euler ne s’applique pas directement puisqu’il faudrait prendre r = 1.
L’idée est alors de poser d’abord S; = Son, ce qui permet alors d’utiliser la méthode
de Richardson avec r; = 1/2%. L’équation (3) devient alors

2k+1T(’j_)1 _ Tr(Lk)

(0) — (k+1) ._
Tn - SQ”? Tn T 2k+1 1

Exercice 6. Employer cette méthode pour calculer une dizaine de décimales de la
constante v d’Euler, définie comme limite de la suite
n
1
Sy = — —logn.

k
k=1

3.4. Méthode de Romberg (1955). C’est la méthode précédente, appliquée
au calcul d’une intégrale par la méthode des trapezes. La suite .S,, est alors

n—1 b

Su = H(F(@) + F0) +h Y fla+kh), h=

k=1

—a

n
Exercice 7. Calculer de cette maniére quelques décimales de 4 | _11 V1—2x2dx.

4. Méthodes non-linéaires

4.1. Méthode A? d’Aitken (1926). Cette méthode s’applique aux suites
dont le comportement est de la forme
Sn =8 +1r"p(n), avec plnt1) — 1,
¢(n)
mais cette fois-ci, 7 n’est pas supposé connu. La méthode peut étre vue comme un
calcul simultané de r et de I'accélération d’Euler.
Pour approcher r, on considere la suite

ASn — On+1 — Sn = r”(mp(n + 1) - (p(n))
La notation A est classique pour cet opérateur aux différences. On observe alors
que AS,+1/AS, — r. Cette propriété est trés utile, méme en relation avec des

méthodes linéaires : si 'on parvient a identifier r» en contemplant les premieres
valeurs de cette suite, alors il vaut mieux exploiter cette valeur.
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La transformée d’Aitken consiste donc naturellement & appliquer la Proposi-
tion 1, mais en remplacant r par sa valeur approchée ci-dessus, ce qui donne

T Snt1 — Afgjlsn _g (AS,)?
oS T A

Ici, A? désigne la composition de I'opérateur A avec lui-méme : A%u,, = A(uyyq1 —
un) = Up42 — 2un+1 + Un.

Exercice 8. Calculer numériquement la limite de

n Fk
Sn=2_ 5t
k=0
ol les Fj sont les nombres de Fibonacci définis par Fyp = 0, F; = 1 et Fiyo =
Fyy1 + F), pour k > 0.

4.2. Méthode de Shanks (1949). La méthode de Shanks est & la méthode
d’Aitken ce que la méthode de Richardson est a la méthode d’Euler : il s’agit
d’éliminer plusieurs termes perturbateurs, mais cette fois-ci les r; sont inconnus.
Alors que la méthode d’Aitken peut se récrire

Sn Sn+1
Sn+1 Sn+2
T, =
|A2S,]|
le cas général devient
Sn oo Sntk
T _ Sntk oo+ Snyok
" A2S, oo A28,k
A2S,qko1 oo A%S, 4000

Comme ci-dessus, la vitesse de convergence augmente avec k. Cette méthode était
semble-t-il déja connue de Jacobi.

4.3. Algorithme ¢ de Wynn (1956). L’algorithme de Wynn réalise la
transformation de Shanks par une récurrence qui évite le calcul de déterminants.

() _ (n) _ () _ _(n+1) 1
€1 —0, €o —Sn, €k+1 _gk—l +m
€k — &

Nous admettons alors le résultat suivant.

Théoréme 2. 6%2) est le T,(Lk) de la méthode de Shanks.
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