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Il s'agit d’'un résuné succint du cours d’introductica I'analyse d’algorithmes au
sein du MPRI, 2me anie. Ca a du 2 heures 30 environ, avec env. &adiants.

1 Analyse d’algorithmes

La théorie de la complexétraite de la classification des prebies de calcul en grandes
classes, comme P (ce qui se calcule en temps polynom{al¥)), EXP (ce qui se
calcule en temps exponenti@,(e"k)), ou encore NP dont le statut, en I'etat de nos
connaissances est “inteédliaire”. Cette classification estqmeuse. Par exemple, sont
du co€ exponentiel (NP ou EXP) de nombreux pkabkes d’optimisation combina-
toire, le cassage de sgshes cryptographiques, les pretmes durs du calcul formel
(sysetmes polynomiaux et bases dedBner), etc. La classificationarite détre af-
finée notamment pour les pr@phes dans P d'utilisation courante (voire universelle)
en informatique, comme: tri, recherche dans un dictionnaire, recherches de points dans
des espaces multidimensionnels ebgeétrie algorithmique, algorithmique de base du
calcul formel, etc.

On analyse lealgorithmesplutot que les programmes, afin d’obtenir desuitats
largement indpendants des calculateurs et des compilateurs. Soit un algorthme
opérant sur des dormes ou enfres€. On se fixe une mesure de compléxit usuelle-
ment un @compte d'instructions. Par exempl, est un algorithme de tri (tri bulle,
tri-fusion, tri-rapide, etc); alor§ est par exemple/R™ (on trie des gels = des flottants).
On atoujours une notion daille, notten; par exemple pour les tris par comparaisons,
il s'agira de la dimension du tableautrier. On est donc dans la situation suivante: Soit

7a (e) = le cdlt 7 de I'algorithmeA sur I'entiéee € E.

Caraceriser la cependance de en fonction de la taille: = |e| des donges.
La question ci-dessusérite detre pécige. On introduit:

e L analyse dans le meilleur casil s’agit de ceterminer
7_min(

n) := min 74(e).

le]=n



Cette mesure “optimiste”est peu indicative de la vraie compeditin algo-
rithme. Par exemple, sur un tableagjaltrie, un algorithme de tri n'a riea
faire; il va en gréral s’en rendre compte tout de suite et la compéeddns le
meileurs cas sera just(n) pour tout le monde, oa peu pes.

e L'analyse dans le pire casil s'agit de ceterminer

Ta™(n) := max 74(e).

le]=n
Cette mesure est utilise, surtout dans des contextes comme le &=hs calcul
paralkle, les systmes embards et synchrones. Mais il arrive souvent qu’'un
algorithme soit, dans 99.9999%, des cas mille fois plus rapide que dans le cas
le pire. On a alors it a prendre undger risque occasionnel etgfierer de
fonder une classification sur les cas les plus “typiques”.

e L' analyse en moyenngil s’agit de ceterminer

Ta(n) := Moyenne 74(e).
le|]=n

Cette quanti# (X indique un moyenne, a-d. une esgrance mathmatique).
Elle est cense repesenter le cas “typique”de I'algorithme. Comme on le verra,
on peut I'enrichir de diverses informations sugplentaires.

Par exemple, le tri utilis dans de nombreux sgstes ¢ort  en Unix) repose sur
le Tri-Rapide (ouQuicksor). Cet algorithme est e®(nlogn) en moyenne eD(n?)
das le cas le pire. On connait par contre des algorithmes, Tri-Fusion ou Tri-par-Tas qui
sont enO(nlogn) dans le cas le pire, et paraissent meilleursavigs de ce crire.
On piefere reammoins le Tri-Rapide car il est dans I'immense majatis cas environ
deux fois plus rapide que les autres. L'analyse (Knuth, Sedgewick dans lessann
1970) nous &wle en effet que la constante caehdans l&)(nlogn) du cdit moyen
est environ deux fois meilleure que celle de ses rivaux. Donc, c’est cet algorithme qui
aéte preferé (cf Bentley).

Revenons 'analyse en moyenne. Pour le tri par exemple, on s&nendeR™ a
&, qui vaétre 'ensemble des permutations de taill€ll suffit de ne consiérer que les
types d’ordre sous-jacents; pour les tris par comparaison, c’est raisonnable). Comment
s’y prendre?

Tout d’abord, il faut savoir combien il y a d’ei@es possibles de taille On note
ainsi sysematiquement

En = &) = el lel = n}].

Pourle tri,E, = n! = 1-2---n (lafactorielle). Ensuite, on peut par exemple chercher
a ceterminer les quanés plus raffiees

En == el lel =n, ale) = k}|

Combien y-a-t'il d’entees de taillex dont le cdit estégala k? Si on sait faire, on a
alors cetermiré laprobabilit & que le cdit d’'une enteen soitégala k. Le cdit moyen



est alors (formule usuelle des ésances)

Enp 1
Fa(n)=> k E”“E— (ZkENnk:> .
k nomn k

Tout ceci nous montreaja que

Analyser un algorithme = Compter des configurations combinatoires

On a un prok@mea un indice dans le cas d&, ou encore dans le cas de la somme
de la dernére équation, laquelle repsente lecolit cumué de I'algorithme sur toutes

les entées de tailler. Sion ©ussit némea determiner lesF,, ,, on a uneanalyse en
distribution On a alors ades des informations comme la variance, laquelle mesure la
dispersion d’une variable &toire:

Var(X) =E (X — E(X))?) = E(X?) — E(X)%.
Ce qui est de fait plus suggestif, c’edtdart-type

o(X) :=/Var(X),
lequl est dans la bonnechelle. Ici le moment d’ordre deux qui intervient dans la

variance sera
SRt
E,

k
En resung, I'analyse d’'algorithmes au @etlu cas le pire, peut mettre en jeu:

e La moyenne, ou egpance matbmatique des das;
e la variance, ou son copainglart type, qui mesure la dispersion;
o la distribution des ciits qui en pecise le profil;

e éventuellement, les grandeéwiations qui quantifient le risque d’observation
d’un cdit anormalement loin de la moyenne.

C’est sur cette base du @omoyen qu’on choisit Quicksort, comme on I'a dit.
Surtout que I'analyse plus fine (variance, distribution, gran@esations) montre que
pourn > 1000 et pour unen implantation convenable, la probabitie sécarter de
plus de 30% de la moyenne est moins 40e®’. A peu pes autant de chances que
de voir votre ordinateur se changer par effet quantique en une roue dergaly un
sandwich saucisson-beurre-cornichon!

Enfin, il y a une chose dont on n'a pas encore @afhsymptotique L'analyse
d’'un algorithme risque de nous donner des sommes, §teaites complexes exprimant
son cdit moyen. On aimerait disposer d’'une bonne echelle, d’'une sorte de thétnaom
pour comparer tout le monde.é&ja, combien y a t-il de permutations detlements?
Réponse:n! = 1-2---n. Mais encore. Iy a la formule du ma&hmaticien James
Stirling (premeer moité du 18e sicle):

n! ~n"e "V2mn.



On sait tout de suite (avec son ordinateur) que par1@¢! est de I'ordre delQ!®®

ou 1000! de l'ordre de102°8. Plus proche encore de nos prafles, I'analyse du
TriRapide dans le cas moyen nous dit que le nombre de comparaison vaut (en moyenne)
une quanti qui fait intervenir

. 11 1
2nH, ou H,:=1+ 5+ 5+ +—.
2 3 n

/" dt
— =logn.
1 t

1
anlogn—kfy—&—O(n),

Mais encore? On comparé, a

De fait

ou~ = 0.57... est la constante d’Euler. Vailqui est tes p&cis et commode.

Résune: Dans la suite on analysera des algorithmes ptugue des programmes.
L'analyse (moyenne, distribution) est pertinente. Elle est d'ailleurs encore plus perti-
nente, voire Bcessaire, pour les algorithmes probabilistes ou “rand@yis—je péfere
dire aléatoirises—dans lesquels I'ordinateur se (com)péajouer aux @s.

La discussion qui freede a mont& que I'analyse d’algorithmes en ce seigsessite
des néthodes pour effectuer deéribmbrements (o@numerations, comptages) com-
binatoires et de I'asymptotique:

Analyse d’algorithmes~ analyse combinatoire + analyse asymptotique.

Eh bien ce qui va nous occuper une bonne partie du temps, c’est un cadre, celui de la
combinatoire analytiqugui permet peciment de faire cela de ma&ne systmatique
en utilisant ce qu'il faut de maths.

2 La combinatoire analytique: denombrements

On va pésenter vu d'avion (I'analyse d'algorithmes vue du ciel!) quelquésgs du
puzzle. Ca servira donner une ige et mettre en place les choses.

On veut éterminer des suites de nombi(gs) qui comptent des mots, des arbres,
des permutations, etc. Omfihit la fonction gerératrice ordinaire(“Ordinary Gener-
ating Functions”, OGF):

f(z) = Z fn2™.
n>0
Exemple, Euler et Segneed 1753 veulent compter combien il y a de triangulations
(a nombre maximaly, de triangles) d’'um-gone. SoitT},, ce nombre. On &cide par
commodié T = 1 (la triangulation vide) et on se convainc de ézurrence

n—1

To= TiTu-1-k-
k=0



On a un triangle “racine”, par ex, celuétermiré par les cdis de nuraro 0, 1. Puis
une triangulation a gauche et une autraroite. Ca nous permet de calculer assez vite
(en tempgO(n?) en fait), les valeurs initiales:

1,1,2,5,14,42, 132,429, ... .

Bon, mais est-ce qu'il y a plus de triangulations que de permutations@duarence
quadratique sur l€5,, donne par un petit calculdguation quadratique d&(z):

T(z) =1+T(2)%

(Preuve on multiplie pae™ les deux membre de la relation et on effeciue; ca
ressemble au produit de pofymes.) Ca seésout bien et

1-+v1-4
T(z) = oV TR
2z
La on se souvient du binome de Newton (formule de Taylor aussi),

1
(1+$)“=1+%I+%x2+---

Donc aveay = % etx = —4z, par un nouveau petit calcul,

T — 1 (Qn)
n+1l\n

4dn =2
LTn.
n+1

Et asymptotiguement? Par Stirling et recalcul:

En particulier:

Tn+1 -

471

™3

T, ~

Réponse: il y en a bien moins que de permutati@ig, ~ 1057, etc. Au passage on a
utilisé la notation internationales des binomiaux:

() = sy

Marche arrére on eflechit. On compare la §gification (un peu comme une sorte
de cefinition de type en programmation) des triangulatidfisét I'@équation de la fonc-
tion gérératriceT’(z). O miracle:

T=0+7VT.
T(z) =1+ 2T(2)2.

On observe un dictionnairdd devient 1; le triangle atomiqu¥ devientz; coller
ensemble (produit casien) devient un produit déses.



Théoreme 1:0n a un dictionnairglictionnaire dans le genre:

e(objetvidg 1 Sequence -
Z(atomg z Ensemble Exp
X X Cycle Log

La, Exp et Log ésignent une variante de I'exponentielle classigue(f) = ¢f) et
du logarithme lpg) respectivement. On appelle ¢ca deg&@teurs de dlya.

Sequence: on aligne les objets comme dans une liste, on forme un train; Ensem-
ble: on les mets dans un grand sac, I'ordre ne compte pas; Cycle: on&@enked
arrangements circulaires, comme dans une liste circulaire.

Piece 2.Pour les objet&tiquegs, c’est desé&ies exponentielles.

Dans la vie (combinatoire) il y a pas mal d’objets qui se composent d’atomes dis-
tingués les uns des autres, cebgupeut voir comme des nuaros coles. C’est aussi
utile aux structures d’ordres. Par exemple, une permutation comme

(1 2 3 45 6
7“2 536 1 4)
peutétre vue comme un graphe &aireétiqueé

2«5+ 3«—6<1+4.

C’est tes utile pour prendre en compte des structures orelemat ¢ca sert par exemple
pour cerer les files de priowt (arbres croissants, tas ou “heaps”), analyser le tri, etc.

Bon, ces choses se comptent avec dg®s exponentielleséfinies comme asso-
cianta une suitd f,,) la srie

oy =Y i

n>0

On appelle cela la fonctionggératrice exponentielle (EGF en anglais)

Theoreme 2: On a une notion de produdttiqueé adapte (cktails ommis) et un
dictionnaire un peu diffrent mais du @me style qu’avant.

[Exemple non traé: les permutations alternatesiei(z).]

Piece 3.Pour les parardtres, on va aux fonctionggératrices bivarees.

Souvenez vous gu’on aimerait bien avoir @sa des choses comme &5, ;.. |l
s’agit du nombre dedtes de taille: ayant un certain paragtre (combinatoirey, ou
un cdit, 7) égalak. Facile: on @finit (cas ordinaire) a partir d’'une sugiedeux indices
la serie gerératrice bivarge (BGF en anglais)

fz,u) = an,kukz".

n,k

Bonne nouvelle: pour les paratnes gentils (techniqguement ceux qui sont additifs ou
encore “lerités”), on a encore une version du dictionnaire. C’est cBheoreme 3
lequel existe en version ordinaire et en en version exponentielle.



A propos, on voulait par exemple faire de I'analyse en moyenne. Sion la la BGF,
c'est facile:(i) le nombre d’'objets de taille vaut

coeft[z"] [f(z,u)],_; -
La moyenne du paragtre ou cdit vaut:

coeff[z"] [ L f(z, “)]u:1
coeff[z"] [f(z,u)]

u=1"

(Preuve:Lyuk = fuk—1))
[Exemple non tra#: le nombre moyen de cycles dans une permutation de #aille
on trouveH,,.]

* K Kk k kk

Revenons encore sur nos pas. On a éugge qui s'appelle desethodes sym-
boliques Ca permet de compiler quasi-automatiquement une description d’'un type
combinatoire en une famille d"equations reliant des foncti@mérmgtrices. Quand ¢a
s’applique,on raméne donc compter sgecifier (programmer) dans un langage com-
binatoire qui est un fragment rudimentaire de |&thie des ensembles

Un exemple important: les langagéguliers sont éfinis par expressionggulieres
et I'union combinatoire ressembde (alias+); la concaénation ressembkex, la for-
mation de équences I'opérationx de Kleene. Cette analogie fonctionne dans le cas
d’expressionséagulieres non ambigés. Donc tout ce qui est de ce ressort pdssune
fonction cgrératrice rationnelle. On peut la produaerue d’apés la sgcication.

3 Lacombinatoire analytique: I'analyse

Revenons aussi a I'exemple des nombres de CatalgnQn a eussi I'analyse asymp-
totiqgue par une cline de petits calculs: expliciter la fonctiogmgratrice; @velopper

et exprimer les coefficients (style formule de Taylor); enfin approximer I'expression
exacte. Pour des cas plus difficiles, c’est trop fragile comré¢éhote ou bien trop
compligle. De fait les fonctions@neratrices sont les objets centraux de éotfe. On
aimerait bien les faire parler directement. La cl&fdpns I'analyse complexe,&d.,

des fonctions éfinies suiC.

Piece 4. Les fonctions analytiques entrent en jeu. On peut faire de I'analyse des
coefficients directement sur les fonctions en utilisant leurs singafarit

On va commencer par uné&fihition: soit f définie d’'un ouvert) c C dans les
complexesC. On dit quef est analytique eny €  si autour dezy et dans un petit
disque, existe une regsentation d¢ en <rie (de genre “Taylor”):

f(z) = Z cn(z — 20)".
n>0

Puis, f est analytique danQ si f est analytique en toufy de 2. Si on se restreird
un bout compact d€, il suffit méme d’un nombre fini de petits disques. On a donc un
trés bon acésa f.



Une notion essentielle est celle simgularité c’est un point du bord de I'ouvert
de cEfinition de la fonction au dalduquel la fonction ne peut aller tout en gardant son
carackre analytique. Par exemplé(1 — z) est singulere enz = 1, car la fonction
devient infinie;/1 — 4z est singukere enz = 1/4 car elle cesse d'gtre cerivable, etc.
Voyons la Péce 4 sur I'exemple des fractions rationnelles. J'observe d’abord que

(r entier): X
n 1 _(n+r—1 n""
ot = (1)~ e

Ca se éduit facilement du &veloppement de Newton ou encoévdloppement bino-
mial a exposant &gatif. Alors on peut faire des choses comme estimer directement

1

Coeff[2"] (1—2)3(1—22)2(1 - 32)°

La base technique de tout ca n’est rien d’autre qu&lebppement ealements sim-
ples de la fraction rationnelle. Puis on contemple la chose au fond des.yeux

Les ples plus loin contribuent exponentiellement moins. A distabgale de
I'origine, il y a un poids qui est dorgnpar I'exposant. De toutes fagons on verra ¢a
bien®Bt en cktail dans la prengre partie du cours.

Ce qui recessite la thorie des fonctions d'une variable complexe et qui est non
trivial, c’est le fait que les formules de passage eegalisent. Par exemple, le calcul
de[z"]1 — z)~" donré a la base pour entier s’etendxr réel quelconque. De la sorte
on peut voir que la&rie des triangulations et sa composayiie— 4z donnent liela

4n
n3/2’

vV1—4z ~

Cette traduction syématique vaut pour toute fonction qui a l&me type de singu-
larité.

Piece 5.0n cetecte de l'universal@. Par exemple, le nombf&, d’arbres de taillen
a degés dans un ensembie fixé \érifie immanquablement une estimation du genre

T, ~ C - A"n3/?.

Les parangters principaux &rifient de ce fait delis prévisibles.

Expliquons! Si je prends n'importe quellegle finie de formation d’arbres qui
contraint les dedss, alors la singulaétest toujours de typg’Z. Plus pécigment, soit
D un ensemble fini de degs permis €f la classe des arbres correspondants. (Par ex.,
D = {0,2} donne les arbres binaireB, = {0, 1,2} les arbres d’expression avec des
opérateurs unaires commg oulog; les conditionnelles donnent des arbres de syntaxe
ternaires, etc.) La fonctionggératrice verifie un@quation implicite

T(z) = 26(T(2)),  o(y) = >y

deD

Pour des arbresioD = {0, 11,17} par ex..I'(z) est une fonction akgprique de degr
17 mais sans expression “par radicaux”ea¥imoins, sa singulagitinteressante (on



dit “dominante”) va toujour@tre de type/Z. Ceci, néme dans le plan complexeal
on est dans des proptés qui permettent I'analyse de singularit justifient la forme
donree ci-dessus; - A"n?/2.

Il'y a plus (pire?): la hauteur de tels arbres est invariablemegteren moyenne et
en probabilie. La longueur de cheminement (=littotal d’ac@sa tous les sommets)
enO(n®/?). Il'y a une proportion asymptotiquement constante de feuilles, etc. Ca
s’applique par exemple aux arbres de termes en calcul formel et en compilation. On
peut néme analyser le € de egles de @rivation formelle: on obtient3/2 si on
recopie les sous-expresiorf${n) si on partage—en moyenne, toujours.

Piece 6.1l y a universalie parmi les classes d'arbres asseesa des structures or-
donrées. Par exemple, la profondeur moyenndi{cbune recherche) est én(logn).

Disons juste que ceci concerne par exemple les fanahres binaires de re-
herche mais comprend aussi les arbres quadrants de la recherche multidimensionnelle
et de la @onetrie algorithmique, les varaintes optireés du TriRapide (gdiane de
3, etc) et bien d’'autres. Techniquement, on a égsations diférentielles pour les
dénombrements, des singuléstpgévisibles, ergo . ...

Enfin, il y a une classe de prashes importants qui se r&ment aux fonctions d’'un
ensemble fini.

Piece 7.Les carackristiques de base des fonctions d’un ensemble fini dansémiem
sont du ressort de I'analyse de singul&stdes fonctionsagératrice d’arbres (variante
envV72).

Ca se relie par exempkeun algorithme de factorisation este, celui de Pollard.
Le résultat est une athode qui factoriseV = pg en environ,/p ol p est le plus
petit des deux facteurs premiers de Ainsi, sin ~ 10%°, on peut le factoriser par
un programme de moins de 10 lignes en envitoH opérations arithratiques, soit
quelques secondes de CPU(}).

4 Mots et bioinformatique

Une question importante est de éger si I'apparition du motiTACTAC sept fois dans
une chéne sur I'alphabefA, C, G, T} de longueur 312000 est ou non “attendue”.

Piece 8.Les mots, motifs et expressioregulieres sont du ressort de laébrie de la
combinatoire analytique, i.e., @hodes symboliques et analyse déep. On pédit
tres bien, sous meétk simple de I'aéa, ce qu’on doit attendre et au contraire ce qui
est significatif”.

Donc on distingue le bruit statistiquegwitable. (Par exemple, plus de 3% des gens
dont le nom commence par la lettre “H” sont pauvres, mais ce n’est pas significatif car
statistiquement “igvitable”; par contre la proportion de riches @gion parisienne
n’est pas statistiquement attendue donc significative.)

Techniquement, ceci repose sur une chaine qui relie les fractions rationnelles, les
expresions&gulieres, les automates, et le “dictionnaire”debdt du cours. Pour les
automates, on a une formulation matricielle qui fait intervenir le spectre de matrices
positives. Ceci est du ressort de ladhie dite de Perron-Frobenius laquelle se retrouve



dans Iétude des chaines de Markov (Automate fini @moire finie du pags= chane
de Markov), donc on intersecte le cours desBaux.

Piece 9.Les néthodes de combinatoire (bijectiong€rbmbrements) conduisent aussi

a des algorithmes deggération akatoire, c’esta-dire, de simulation, efficaces.
Mentionnons ici la “néthode ecursive”implante dans la bibliotaqueCombstruct

de Maple. Ceci s'applique en particuliardes familles s varées d'arbres. Par ex-

emple, des arbres qui apparaissent en plgriag pensea I'arbre des egres depuis

Darwin!

Piece 10.Les sous-squences communes donnent Beune riche combinatoire et une
riche algorithmique.

Comparer des morceaux d’ADN reviemse poser la question (voirdee 8 supra):
a quel point deux suites@dtoires se ressemblent-elles? Une mesure de ressemblance
est la longueur de la plus grande soéstgence commune. On peut aussi vouloir im-
poser des bornes seipeures sur les “gaps”, etc. Certains de ces @mlels se traitent
par les néthodes du cours. Certains préfrles sont des questions ouvertes depuis
plusieurs écennies.

5 Dictionnaires et information

On a vu I'arbre binaire de recherche. Mais si on vegiteg un dictionnaire de mots,
c'est peu efficace: on passe son temps a recompareghessides mots. |l a @meéte
monte recemment (Janson et Fill) que leltanoyen d’une recherche parmimots
est en(logn)2. Dans le néme temps, on gaspille de l&émoire.

La structure d’arbre digital ou “trie”[treille] est comme un dictionnaiteam aurait
mis un onglet pour les mots commencant par A, idem pour B, C, etc. Pour les mots
commengant par A (ou B, etc) pas besoin gjgter le A initial. Méme chose avec des
sous-onglets. On gagne alors eémoire de stockage, mais aussi en vitesse dd&cc

Théoreme 11. Pour un alphabet binaire avec probabiip, ¢ de chaque lettre, la
profondeur moyenne vaut

1 1
~ —logn
H ’
ou H = —plogp — qlog q est la fonction d’entropie.

L'analyse pour ceésultat fait appel auxésies @grératrices, notamment exponen-
tielles. On a desacurrences plus compliges que lesacurrences diviser-pouggner
habituelles. L'analyse complexe sert aussi.

La on voit qu'on touche la treorie de Iinformation. Mentionnons juste alors
guelgues connections fascinantes:

(a) Les algorithmes de compression par dictionnaire, comme celui de Lempel et Ziv,
sont utilies pamgzip , etc. lls compriment un texte typiquement dans un facteur
de 3. Leur analyse, comme leur implantation d'ailleurs, se relie a celles des
arbres digitaux et aux motifs.
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(b) Les arbres digitaux servent de nédela des protocoles de communication (le
“protocole en arbre™)a des prol#mes d’algorithmique distritae, voire néme
a des algorithmes en fouille de da@es (estimation de cardin&@i sur donaes
massives). D’aucuns consignt que c'est le processus le plus important de
linformatique. ..

(¢) La théorie de I'arbre digital se relie puissammenia tteorie des sysimes dy-
namiques.

Une ou deux cordrences-asminaires comg@teront ce cours. Signalons au passage
la possibilie ('importance) d’exgrimenter avete calcul formel.
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