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2.4- Développement de [ [t], Revenons & l“étude de

qui Verifie

Les développements 1ocauxX que nous venons d“obtenir donnent pay COmbL=
Naison avee la fonction de MObius un développement de J. (1), La distinction
introduite entre lesracines majeures et les racines mineures est jystifiee par
le lemme guivant, dont la preyye est €lementaire et yepoge sur e fait que 1d
somme, indeXee par les d qui divisent a et sont divises par m,

est nulle sauf 1 m = a.

LEMME 2.3. Soit W une racine ab‘-ieme de trunité. Le développement de
I, Uit) comporte un terme en log2 t 51 et seulement == ¢ st une racine

majeute.

COMMENGONS par CLUdier 1€s racines majeures. Pour obtenir le développe-
ment local de f(t] Jsuffit de pondérer les résultats du paragraphe Préce-
dent po» la fonction de Mobius, c= qui 1atroduit les series

LEMME 2.4 51 cv st une racine majeure, admet "le"developpement

pour 168t yerifiant

De plug il a convergence uniforme de 1a série de Fourier %[ et de 13 serie
entiere () sous les conditions



Asymptotique des récurrences mahlériennes 17

Les nombres k et A\, sont définis par

1 loga
T g B
S BT e
Z BT aB'aJ d,¢ ( )
dla,d#1 d(p(d 0<r<p(d) j=1

Le terme constant A, s’écrit
A, =T, () + X,

Le terme T,(l) est un bindme du second degré en I, dont les coefficients ne
dépendent que de o et dont le coefficient dominant est log B /2. Enfin

B'~*q/d .
k 2
= Y Sueldgmrrg & o (5o )
0<k<l dla B!~ ’*a/d = Bi~*a/d

Passons maintenant aux racines mineures.

LEMME 2.5. Siw est une racine mineure et a = w? est une racine primitive
m-iéme, la fonction F,(t) admet le développement

Aa logt
R0 = —iglost + A+ P () + Q.0

pour les t vérifiant

2
It < g B >0,

avec des définitions similaires au cas majeur. Précisons que le terme A,
s’écrit
A, =T, () + X,

ot T, est seulement du premier degré en l.

EXEMPLE. Reprenons le cas test, a = 3, B = 2. Les racines majeures sont,
pour | =0, a = exp(2ein/3) avec ¢ = %1 et

F,(t) = A1(3t) — AL(2).
Pour |t| < 27/3 et | Argt| < m/2, nous avons

_ log2 t logt ( log 3
Fu(t) = 565 — 2 (1= 253) + Ao+ Palo) + Qul0)

avec v =logt/2log 2.
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La fonction oscillante P, se décompose en deuz, suivant la parité de k
dans xsx = tkw/log2. Il y a une premiére partie relative aur Xar = X32¢
et indépendante de ¢ :

> T(xee)C(1 + xa1) (37 + 1) exp(~4ikmv)

Py(v) = 2log2 =0

et une seconde relative auT X2r+1 = X3,2t+1 €t qui ne dépend de o que pare :

Pon(v) = 2\/_10g 5 Z L (xak41)3 7742
x [C(1 + x2k+1,1/3) — C(1 + X2k+1,2/3)] exp(—(4k + 2)imv).

D’autre part

1
Ay =—
121og 2

La conjonction des lemmes 2.4 et 2.5 fournit la proposition 2.1.

( —3log®3 +3log2log3 —log®2 +69% — 7 +1271)—-51—2—

3. Méthode de col
Le coefficient de 2™ dans le développement de Taylor de
1
f@=11lz7r3~
;;I-;Io ®,(28%)
vaut, d’apres la formule de Cauchy,

@,
2z7r z“+1
ou C est un lacet entourant l'origine. Le développement local au voisinage
d’une racine primitive a-iéme {2,
logt
¢(a)log B

log t An
= + (k- logt+ Ao + P, FQ
Fa(t) = g B (n logB) 0g? @ @ ( ) a(?),

permet d’approcher l'intégrande

Lz(é)— = Q" exp (Fq(t) + nt) (z=9Qe™)
par ’expression
n log?t
Q" exp [2logB +klogt +nt] .

En écrivant que la dérivée du terme entre crochets est nulle pour ¢t = p,
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ta

ty

W
Fi1G. 3 -

Le contour d’intégration est recouvert par de petits
onglets ou sont valables les développements locaux. Ces
approximations permettent d’appliquer la méthode du col
aux intégrales sur les petits arcs.

nous obtenons 1’équation de col

log p
log B

dans laquelle le nombre k est toujours donné par

+np+k=0

1 loga

3 g B

19

t=p—1iu z = exp(—t)

Nous choisissons alors pour contour d’intégration C le cercle de rayon e~".
p y

1l faut préciser que p satisfait

nploan -:oologn —loglogn + k +loglog 2 + o(1)

et
logp = —logn+loglogn —loglog2+ o(1).

—+

Par le changement de variables z = exp(—t), l'intégration se fait sur le
segment défini par ¢ = p — i avec ¥ € [0, 27]. Nous recouvrons ce segment

1kT

2

par des onglets de sommets les ¢, = —— avec 0 < k < aB’ et de demi-
a

angle au sommet ;. Si le demi-angle d’ouverture des onglets est assez
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grand, précisément si

V3

> > Bcosy,

un L adéquat est le premier entier tel que

2 2m V3
=T costy < BX < —7-r-£
ap ap 2

11 vérifie d’ailleurs

logp loga | log(2m cosd)

= logB logB ogB 0

avec 0 < § < 1. L’intégrale éclate en N = a B’ intégrales

w"e™ x/N . .
Iw = —p i9) ,—ind dd
5 /; N flwe™re)e

et nous avons 1’égalité

_1__ f(z)dz=zIw,

2ir Jo znt!

ou la somme porte sur les w racines a BL-iémes de 1’unité.

L’étude de I, est différente suivant que w est majeure ou mineure.
Dans le premier cas, nous utilisons la méthode du col; dans le second,
un traitement plus grossier suffit. Il sera commode de dire qu’une fonction
est exponentiellement petite ou exponentiellement négligeable (sous-entendu
dans D’échelle du probleme) si elle est négligeable devant le produit de
exp(log® n/2log B) par une quelconque puissance négative de logn.

PROPOSITION 3.1. Soient w une racine aBY-iéme de lunité et o la racine
a-iéme de lunité, qui lui est associée. Siw est majeure, I,, admet le dévelop-
pement asymptotique complet,

—-nnp 2 '
pr_c p[log £ +(l+n——-—/\°' )logp+A,,,]

Iw ~
T Van Y “P|21og B log B
+oo
1 (2k)!
g ; (np)* Wczk,w(v).

Dans cette expression, les car.(v) sont des fonctions analytiques et 1-
périodiques, la variable v vaut

v = 18P
" p(a)log B
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De plus le premier terme de la série est donné par

Cow(v) = exp [Pw (;(:;i———%?)] .

St w est mineure, I, est un O de

pw—n.enp
2w

43

A
exp [— Tog B log p + Aw]

et la constante impliquée par le O ne dépend que de .

Rappelons que P, (v) est défini par (9), (10) avec m = a/d et (11).
Le remplacement de f(we™*e*’) par son développement, suivi du change-
ment de variables ¥ = pu, donne

—n_np 1 2
= _°" exp[————og p +<l+n——————-}‘“ )1ogp+A,,,]

2w 2log B log B
Y o |10E (i) X .
X [w/Np P [ 2log B + (l —np- @) log(1 — 4u) — inpu

+P,(p(1 — iu)) + Q. (p(1 — zu))] du.

Nous introduisons €; et ¢; satisfaisant 1’équivalence

1 1
€y, €2 n—:ll—oo log,.n avec § <r< '2‘

Le choix de ¢; et ¢, sera précisé un peu plus loin. La contribution essentielle
de lintégrale provient de

€ log®(1 — iu) Aa
Kw = —_— p— —_ —_— —_—
exp l: 31og B + (l np Tog B) log(1 — iu) — inpu

+PB,(p(1 - w))l du.

—€1

Nous notons
v = log p
" p(a)logB’

La fonction

. log®(1 — iu) Ao . log(1 — iu)
VvV iur— 210gB +(l——@)log(1—zu)+ﬂ,(v+m>
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est analytique dans le disque unité, |u| < 1. De plus comme fonction de v
elle admet la période 1. L’égalité
2
=log(1 —iu) +iu

définit © comme fonction analytique de w au voisinage de 0, une fois levée
Pambiguité de la racine carrée:
7 73 i 1

1., 1
w—u+§zu—36u ——-5—I6zu+ , U=w 3w _§Ew —-7—2611)—4-

Ceci est valable dans un disque centré en u = 0 et pour n suffisamment
grand tout le segment d’intégration est dans ce disque. Nous procédons
au changement de variables qui fait passer de v & w et nous développons
I'intégrande en série entiére, ce qui donne

’I.UZ +00
Kw=/ex (—n —) Cnw(V)w™ dw.
| exp (~np ,,2;; (V)

Les ¢, ., sont périodiques de période 1. De plus y est I’arc image du segment
[—é€1, €2] dans le changement de variables. 11 est tangent & I’axe réel en 0 et
d’allure ordinaire. Si —7; et 7, sont ses deux extrémités, nous choisissons
€; et €2 pour que

1
Rlm) =Rm) =€~ fogn

Comme l'intégrande est analytique, nous remplagons I’arc v par les trois
segments [—n;, —¢], [—¢, €], [€,72]. L’application de la méthode de Laplace
a lintégrale sur [—e, €] fournit le développement asymptotique

XX Vor (2k)!
3 V2 _V2r (2k)!

Cak w(v)
k=0 (nl’)_t 25!

et en particulier I’équivalent

27 logp
\/—_-cw v) = \/—7exp go(a)logB)]

- 2
Les intégrales / et / sont des O (exp [—npf-—
—T €

5 ] 62) et sont exponentiel-

—€ n/Np
lement négligeables. Il reste les queues / et f . Nous majorons
—=x/Np €2
brutalement par un

1
C’/ exp [——nz—plog(l +u2)} du < Cexp [—%—plog(l + ef)]
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et ceci est exponentiellement petit.

1l faut encore justifier le fait d’avoir évacuer le Q,,. Cette fonction Q,, est
analytique au voisinage de l'origine et nulle en 0. Ceci permet de majorer
le module de Q. (p — i) par une constante fois p et d’encadrer I’expression
par un (14 O(p)) fois la méme expression débarrassée de Q,. Comme p est
exponentiellement petit, nous pouvons négliger cette correction.

Finalement nous avons obtenu, si w est majeure,

po e log” p ( Aa )
w ~ l B 1 w
+o0
1 (2k)!
" kz=0 (np)* gt C2ke(V):

Il reste les racines mineures. Par les mémes changements de variables
que dans le cas précédent, nous arrivons a P’égalité
pw—-nenp

L=2_""exp|-
T exp |

o

log B

log p+ Aw] X

x/Np A -

/ exp {— “—log(l —iu) + P,(p(1 — iu)) + Q. (p(1 — iu))] du.
—x/Np log B

Comme 'intervalle d’intégration est borné et les fonctions sont bornées sur

cette intervalle, la derniére intégrale est borné par une constante qui ne

dépend que de a.

4. Récolte

Nous avons obtenu pour chacune des racines aB'-itme de l'unité, w,
un développement asymptotique de I,. Il faut maintenant sommer ces
différentes contributions. Les plus importantes sont celles qui proviennent
des racines primitives a-iémes de I'unité. L’apport d’une telle racine Q est
évalué par le premier terme du développement asymptotique (12),

—-n 1 2 )\ 1
exp [‘Oi-p—+ (1+n— —Q) log p+np+ 5108”7'/’

® Yoo or 2log B log B
log p
Ag + Po | —22—) 1.
That "(¢(a)IOgB>]

Notre joker consiste & adapter I’angle d’ouverture ¥, des onglets, que nous
avons utilisé dans la méthode du col, aux propriétés arithmétiques de a
et B. Cette adaptation n’est pas une simple astuce de calcul, comme on
peut s’en rendre compte en contemplant la figure 1. Les cols les plus élevés
correspondent aux racines primitives a-iémes de I’unité. Cependant, pour
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recouvrir le contour par des onglets dans lesquels les développements locaux
sont utilisables, nous avons di considérer les racines aB'-iéme avec un ! qui
va jusqu’a une profondeur L de P’ordre de logn. Ce faisant nous utilisons
aussi des cols qui sont sur les flancs des grands cols et presque & la méme
hauteur que ceux-ci si ¥ est trop petit. La solution consiste & prendre 7,
assez proche de m/2 pour laisser suffisamment de différence entre les grands
cols et les autres, ce qui revient a diminuer la valeur de L.

Venons en & une justification plus technique. Pour comparer les différents
I, il faut évaluer d’abord les sommes, cachées dans les A,

Bl=kq/d

1 B*j j
E‘,:—Zu(a/d) Z m Z w C(S,ﬁi)

dla 0<k<I j=1

L’approximation utilise les sommes
i (I
ne =20 (3)
j=1
ol w est une racine N-iéme de I’'unité et ¢ est toujours la dérivée logarithmi-
que de I'. T est bien connu [22, p. 240] que
Sni=—N(logN +7)

et nous obtenons un résultat similaire pour les w # 1 en utilisant [22, p.
241]

Y(e) = =1 =7+ 0(2),

grace & une sommation par parties pour les termes qui proviennent du 1/z
et la formule d’Euler-Maclaurin pour ce qui correspond au ¥(z), analytique
4 droite de —1. Si w = exp(2imv/N) est une racine N-iéme de 'unité
différente de 1, alors nous avons

x (Swo (§)) - v

et la constante impliquée par le O est indépendante de v.
Armé de ce résultat nous pouvons étudier ¥, par l'intermédiaire de la

fonction
94(t) =Y p(a/d) log |sin(dt)] .
dla

0%
2sin — N
smN|+O( )

car —X,, vaut & un O(l) pres

)" log @a(ka)l = > ga(B*t),

0<k<i 0<k<I
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avec t = mv/aB'.

LEMME 4.1. Soit w une racine aB'-iéme de l’unité, alors la partie réelle de

B'"*q/d

=-3 Zp,(a/d)Bl aTd ; kajd¢(E+a/d)

0<k<l dja

1
P22 o¢ B + O(l). De plus les constantes qui

interviennent dans les O sont indépendantes de w.

est comprise entre un O(l) et

PROPOSITION 4.1. A un terme exponentiellement petit preés, le coefficient

de z™ dans
1@=T1 =

kZO Q(lv(sz)

est la somme des I, ou Q2 décrit ’ensemble des racines primitives a-iémes
de Punité.
Si w est une racine majeure qui n’est pas une racine primitive a-iéme
oy 2 N . l
de 1'unité, nous comparons I, et I, ou, comme d’habitude, @ = w? est
primitive a-iéme. Le rapport vaut

I, w\ "
= (-&) exp[l1og p+ Au — Au + Po(v) — Po(v)]
log p Yy
en notant v = ——————. Comme P, (v) est bornée indépendamment de I,
¢(a)log B

on peut négliger les P. D’autre part la différence A, — A, vaut

log B
A, — A, =lloga+I(l—1) °g2

log B

Dans le cas le pire, nous avons X, = I>—— + O(l) et le nombre de racines

A prendre en compte est moindre que B'. En faisant preuve d’un pessimisme
excessif, le terme dans ’exponentielle est donc un binéme du second degré,

log B
+llogp+lloga+1(l—1) °g

log B
12 g2 — I +O0(l) +1log B,
qui s’écrit encore

I
Plog B+1 (logp+loga+—9g2—B— a) + 0(l).
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11 faut étudier ce binéme sur lintervalle [1, L]. En 1, il vaut environ log p.
Ensuite sa partie réelle décroit et atteint son minimum vers — log p/2, puis
croit jusqu’a L, ou elle vaut

log B
2

L (log(21rcos Po) + 6+ —da+0(1 ))

avec toujours

logp loga = log(2mcosdy)
“log B " log B log B

+ 6.

Nous prenons ¥, suffisamment proche de 7/2 pour assurer que le terme
compris dans la parenthése a une partie réelle strictement négative et ceci
garantit que notre binéme tend vers —oco pour [ = L et a fortior: pour tous
les ! de lintervalle [1, L].

Si w est une racine mineure, nous comparons I, avec Ig, ou {2 est une
racine primitive d’ordre a. Le rapport est

2

Iw _ ].Og p
T nioo O(1) exp [ 210z B +O(log p) + A, — Ag] .

Le A, comporte un terme du premier degré en ! et ¥, qui est au pire un
?1log B /2, d’oti un quotient qui s’écrit

6B Lo -

O(1) exp [12 + O(log p)]

A nouveau si nous choisissons ¥, suffisamment proche de /2, cette quantité
a une partie réelle strictement négative qui tend vers —oo

La proposition précédente donne le théoréme annoncé. En effet les seuls
termes utiles sont les I avec 2 racine primitive d’ordre @, puisqu’un terme
exponentiellement petit est négligeable devant tous les termes des dévelop-
pements que nous avons obtenus. En additionnant les I, nous obtenons

2" H sz) e

log” p ( Aa ) 1
- 22 ) ht
E \/27 [210 B+ K log B ogp+np+2lognp+AQ

x+§ 1 kg&)!c a(v).

& (np)F 2RI
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1.5e+06
le+06+

500000F o

-500000 1 ", “

-le+06 ~,

Fi1G. 4 -
La périodicité modulo 3 de la suite des coefficients de f;5(2)
est évidente. La périodicité supplémentaire en log, n peut
étre mise en évidence par des méthodes de différences finies
conjuguées avec des calculs en multiprécision.

log p

. ¢(a)log B’
s’écrit encore

avec v = En regroupant les contributions des différents 2, ceci

o log’p.
]Hq) (zE") Sl by e og B +(1+n)logp+np+ §lognp
>
X @y (v)

avec en particulier
wy(v) = Z Q7 "exp [—p(a)dqv + Aq + Pa(v)].

C’est cette derniére formule que nous avons utilisée pour donner un équiva-
lent dans le cas a = 3, B = 2.

5. Conclusion

La méthode développée ici entre dans la catégorie des méthodes asympto-
tiques & deux niveaux puisqu’elle combine méthode de col pour I’extraction
des coefficients de Taylor et transformation de Mellin pour I’analyse locale
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correspondante. En ce sens elle se rapproche de la méthode de Meinardus [3,
chap. 6] qui permet par exemple I’évaluation du nombre de partitions
en sommants du type k7 (pour r > 1 fixé) et qui conduit & des formes
asymptotiques en exp(n'/("*1). Elle se trouve encore plus proche de la
méthode de De Bruijn qui fournit une estimation en exp(log®n) pour le
nombre de partitions en sommants de la forme BF. Elle se démarque par
contre de cette derniére & cause de la nécessaire prise en compte d’une
infinité de cols sur le contour d’intégration, sans que soit disponible I’analo-
gue des transformations modulaires de la fonction 7(z), comme dans le cas
des partitions ordinaires.

Cet article s’inscrit dans un projet plus général d’étude des suites mahlé-
riennes et de leur comportement asymptotique [9]. Ce domaine n’est pas
encore totalement défriché et notre approche repose sur une classification
que nous allons décrire.

Les suites B-regulitres d’Allouche et Shallit [2] constituent une importante
classe de suites mahlériennes. La facon la plus rapide de les définir est
d’en donner une représentation linéaire, c’est-a-dire une séquence de B
matrices carrées Ay, ..., Ap-1, une matrice ligne )\ et une matrice colonne
7, toutes de tailles compatibles ; le terme f, de la suite B-réguliére associée
est alors A\A,, - -+ A, si entier n est représenté par le mot ¢;...¢, dans la
numération en base B.

Par des arguments élémentaires [9], on peut montrer que toute série
mabhlérienne s’écrit

= 1
16 =911 oy

g(z) étant une série B-réguliére et p(z) un polynéme tel que p(0) = 1. Ce
résultat divise, dans un premier temps, I’étude du comportement asympto-
tique des suites mahlériennes en deux sous-problémes plus simples. Le
premier est ’étude des suites B-réguliéres, pour lequel de nombreux exem-
ples sont connus et des méthodes sont maintenant dégagées [10, 12]. Le
second est 1’étude des produits infinis mahlériens. A nouveau il apparait
une classification naturelle selon la position des zéros du polynéme p(z) par
rapport au cercle unité. Le cas interne ou certains zéros sont a l'intérieur
du cercle unité est simple car 1’équation

c(2)f(2) + e (2)f(2°) + -+ en(2) f(z5") = b(2)
n’est alors qu’une perturbation de ’équation
co(2)f(2) = b(2).

Si les zéros du polynéme c,(z) sont les 1/{ de modules strictement plus
petits que 1, le n-iéme coefficient de f(2) s’exprime par une série asymptoti-
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que dont les termes sont de la forme A (n)¢™ 2", ol les A (n) sont des suites
de période B*. Par exemple,

+oo 1 +o0 1
T ——r ~ 2" [] ———= ~ 2" x 2,30378.
1z ],gl—2z2" gl—%—z’“

Ce cas simple excepté, il reste donc essentiellement trois cas:

— les zéros de p(z) sont des racines de I'unité;

— les zéros sont de module 1 mais leurs arguments ne sont pas commen-
surables & T;

— les zéros ont un module strictement plus grand que 1.

Cet article nous a permis d’illustrer le premier cas, le cas cyclotomique. Le
second cas nous parait actuellement hors d’atteinte car intimement lié aux
propriétés des arguments des racines. Quant au dernier cas, le cas ezterne,
une majoration élémentaire nous montre que le n-iéme coefficient de f(z2)
est alors un O(n?l°8s 1/(1-p+d-1) g p(2) est de degré d et si toutes ses racines
ont un module supérieur & 1/p avec p < 1; il est ainsi plutét du ressort de
la théorie analytique des séries de Dirichlet.
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